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U .  определений устойчивости га Ляпунову

Рассмотрим дифференциальную систему

'х . = Р  С t ,  х  ). ш
Будем считать, что она задана в области

- о о ^ * < ^ < о о ,  х т =(ог,, . .. 5 ) fc ~4 С ( Я ‘ ‘

Можно говорить о коллективных и индивидуальных свойствах решение 
системы ( I ) .  Индивидуальные свойства решения эс<<> -  это те его 
свойства, которые не зависят от поведения других решений по от­
ношению к рассматриваемому (периодичность, четность, ограничен­
ность -  индивидуальные сво й ства). Коллективные свойства -  это , 
наоборот, те спойства решения, которые определяются поведением 
других решений по отношению к данному. К коллективным свойствам 
относится свойство устойчивости, к изучению которого мь/ присту­
паем. Это понятие пришло в теорию дифференциальных уравнений из 
механики. В настоящее время понятие устойчивости в разнообразных 
его вариантах находит широкое применение в различных областях 
науки и техники

Пусть система ( I )  описыаает поэедение некоторой реальной 
(vexанической, химической, биологической и т .п .)  системы и пусть 
■X с  есть одно иэ решений системы ( I ) ,  соотыетствущее

некоторому "движению" реальной си стеш . Можем ли мы гарантиро­
вать, что [.еальная система, для которой <■■£<>)— О совершает 
движение, описыааеыое функцией " Х Ю  =  0  . Математически для 
того, чтобы эта имело место, достаточно потребовать выполнения 
условий некоторой теоремы существования и единственности реше­
ний задачи Коши для теоремы ( I ) .  Практически это далеко не так, 
в силу того, что равенству "У- C.i~c J ^  О можно удовлетворить 
только приближенно.

Рассмотрим д:Л примера. 3 первом примере система ( I )  эы -^ ^  
рсвдается в уравнение Х = - э с  , с обв;им решением Ос u ) =  o c i i^ e  
Каядое из решений этого уравнения равномерно по *£ на С'to. «*> L 
стремится к нулевому решению при . Поэтому,если даже
условие тс <_* „ )=  о  будет выполнено и приближенно, соответст- 
ауюпее решение при {%  будет приближенно совпадать а
решением х г о  .
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Во второй примере в к а ч е ст в е  системы ( I )  возьмем уравнение 

С Х "  Ос. с  решениями о с  =  е  *  • В э тсм  п р и м  р е , «аи ьы

и ф ы ло с с  близко к нулю, оно отлично с т  н у л я , с о о т л а т е т ь у в -

щее решение ух о д и т  с  течением времени от решения х  С t ) =  с  

как уго дн о д а л е к о .

Всюду в дальнейшем будом считать £ и j  -  непрершш.кт.
Определение I . Реижние системы ( I )  называется усте.Ч1—

чикл* при t ^ t a t ес ли оно определено при всех С ?  и если ,ц>.н 
любого 6 > о  су щ еству ет  Ь>>о , для которого неравенство 
{[ зс с**)—f  Ct„) \1<Ь влечет за собой неравенство Ц 'V t_ о  -  4J ‘ * J U < ^ 
для любого решении ' X  d )  и любого t  ^ t 0 .

Определение 2 . Решение системы ( I )  ныяыкаечу:» uci'mii-
тотически устойчивый при t 1  t a  , если оно устойчиво при t  = 
и если существует такое Л > о  , для которого из неракчнстиа

— ^  с + с 1 | < Л  с л е д у е т  раиенстпо (I л <(> *- 4~(t)H~-0,

З а м е ч а н и е .  Если решение </(*> устойчиво при ,
то оно устойчиво и при любом t ~ T  , при KcroputJi оно определено. 
Поэтому слова при t — £ 0 н огцюдаленикх 1 и LJ моншо опустить. 
Доказательство этого факта следует из те о tew,1 о пип(ерш. ной зави­
симости решений системы ( I )  от начальник даппик^п^длагаотсл до­
казать читателю после проработки этого перегрифа.

Данные определения принадлежат кидающемуся русскому матема­
тику А.М.Ляпунову (1Й 57-1918). Соответствующее понятие устойчи­
вости поэтому носит название устойчивости по Лниунону. Ми, для 
краткости, будем говорить просто об устойчивости. О других поня­
тиях устойчивости £ з Х

Упр. X. Когда система <1) имеет решение 'х  (< 1 *£ С ■;
Упр. 2 . Сформулируйте определения устойчивости и неустой­

чивости решения системы ( I ) ,  если таковое решение 
имеется.

УПР. Э. Докажите, что решение ^  ™-О уравнений 
в) ОС =  S»i.n t  -ч б) -эс=  — 2^с.  устойчиво. Будет ли оно 
асиыпто тичвс ки ус той чи вьм?

Упр. 4 , Докажите устойчивость решения х  =  ^ з о  системы

3  =  У  , у « - о с .
Определение 3 . Решение у* С+) называется неустойчивым, 

если оно не устойчиво.
Упр. -6. СформулируИт* олрадмвине неустойчивости и>®аийй 

КА йЗЫКв t f  » &  .
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Упр. 6 . Дайте геометрическую интерпретацию понятию устойчи­
вости решения •

Лекма. Решение f  t t )  си стем  { I )  устойчиво (асиштотич».^- 
ки устойчиво) тогда и только тогда, когда устойчиво (асимптоти­
чески устойчиво) решение ^ * * 0  системы

(2)

Доказательство предлагаете.’ пр-нести самостоятельно.
Таким образ 'ж, исследование на устойчивость (асимптотичес­

кую устоЯчиэость) любого из лестного решения системы ( I )  могло 
заменить исследованием на устойчивость (асимптотическую устойчи­
вость) нулевого решения с;:стс;,щ ( 2 ) .  Нулевое решение иногда бу­
дем называть тривиальным рэшенкем.

Домашнее задание. Подготовиться к изложению ть*а; "Линейны? 
системы и уравнения", которое планируется провести на первом ча­
су следующего занятия.

§ 2 . УСТОЙЧИВОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ

Рассмотрим линейную неоднородную систему 

^ e p t o y - ^ c o ,  ут= C y,,...ty J ,  ± > £ ,  (I)

и наряду с ней ей соотэетстаующую однородную систему

Рс*)Ос. (2)

Будем считать, что Р е -*) непрерывны при шк >£ .  . Систему
( I )  будем назыэать устойчивой (асимптотически устойчивой), если 
устойчиво (асимптотически устойчиво) любое реаекиз этой системы.

Теорема. Линейная неоднородная система ( I )  устойчива 
(асимптотически устойчива) тогда и только тогда, когда устойчиво 
(асимптотически устойчиво) тривиальное решение Ос « о  соответ­
ствующей однородной системы ( 2 ) .

Доказательство естественным образом разбивается на несколь­
ко этапов. .

I .  Пусть система ( I )  устойчива. Докажем, что тривиальное 
решение сие т е ш -(2 ) также устойчиво.
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ЗДеыюм некоторое Г .  . Чгреэ •f ( * )  обозначим то решение 
системы ( I ) ,  для которого vf c t*>l=0 » 8 через X  C t )  обозначим 
фундаментальную, норыированую в точке t 0  матрицу решений сис­
темы ( 2 ) .  Тогда общие решения систем ( I )  и С2) соответственно 
запишутся в виде

O C ^=X<-t) у  Ш - Х  (■tyXL 0toi +■ (3 )

если считать lj C-t* )  — гУс e t a )  •
Из устойчивости си сю » ) ( I )  следует устойчивость решения 

<fC*> , т .е .  для левого £ > о  существует такое § > и  , для 
которого из неравенства <Lp<_tc >U< S  следует
неравенство Ц ^  C-ti — C i l  l| с  £  при всех t  Ъ t c .
Откуда, учитывая соотношения ( 3 ) ,  убедимся в том, что из нера­
венства Цэс C t * }  1|<■ 5  следует неравенство И Эс i t }  И <  ft 
при всех t  >  ' t , , ,  что означает устойчивость тривиального реоения 
Ос гь О си ст е м  ( 2 ) .

В качестве упражнения записать доказательства следующих 
этапов:

2 .  Пусть тривиальное решение системы (2 )  устойчиво. Докажи­
те устойчивость системы ( I ) ,  т . е .  устойчивость любого её решения.

3 .  Пусть система (1 ) асимптотически устойчива. Докажите, 
что решение X  =  0 системы ( 2) также асимптотически устойчиво.

4 .  Пусть решение х *  С системы (2 )  асимптотически устой­
чиво. Докажите асимптотическую устойчивость системы ( I ) .

С л е д с т в и е .  Линейная система устойчива (асимптоти­
чески устойчива) '.-тогда и только тогда, когда устойчиво (асимп­
тотически устойчиво) хотя бы одно её  решение. Схема докаэатель- 
ст ь а : из устойчивости (асимптотической устойчивости) дибого ре* 
тения система ( I )  следует (как?) устойчивость (асимптотическая 
устойчивость) тривиального решения системы ( 2 ) .  Тогда ссылка на 
теорему завершит доказательство.

Упр. I . Запишите подробное доказательство следствия по 
предложенной схеме.

Из изложенного следует, что если некоторая реальная систе­
ма адекватно описывается линейной асимптотичес ки устойчивой диф­
ференциальной системой, то у  этой реальное системы с течением 
времени устанавливается некоторый ражим функционирования, не за ­
висящий от начальных условий систем». Такая реальная система не
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ллеет памяти. Так как по прошествии достаточно длительного про­
межутка времени, в течение которого система не подвергалась воз­
действию, невозможно установить, под дергалась ли эт« ^/зтема, во­
обще, какому-либо воздействию или нет. Типичный принтом такой 
реальной системы является обычный маятник (§ 1 8 ) . Реальные си стеш , 
описываемые нелинейными системами таким свойством, вообще говоря, 
не обладают, так как нелинейная дифференциальная система может 
иметь устойчивые и неустойчивые репения одновременно. Математи­
ческим примером такой системы ыожет служить уравнение

<Х = — S i t f  ОС > 

интегральные кривые которого изображены на рис. I

Рис. I .

Решения ОС. // , н е  2 ?  . этого уравнения асимптотически 
устойчивы, а решения -х ■ -  неустойчивы.
Такие нелинейный системы обладают памятью. В рассматриваемом при­
мере, если систему мы оставили в положении равновесия о с .т о  и 
за наше отсутствие её вывели из этого положения,возмутив настоль­
ко сильно, что она попала в полосу притяжения решении < х«2Х ,  то 
после нашего возвращения к наблюдениям над системой ш  обнару­
жим, что система будет находиться в положении , а  не 9 
положении ос «=■ о  . Реальным примером такой си стеш  может служить 
"бусинка на ободе" (5 1 9 ) .
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§ 3 . УСТОЙЧИВОСТЬ JKila&CiX ОДНОРОДНЫХ CKTQi

Рассмотрим линейную однородную систему

Р ( - 6 ) О С ,  +  ( I )

с непрерывной матрицей РС£) , Из §2 следует, что эта система ус­
тойчива (асимптотически устойчива) тогда и только тогда, когда 
устойчиво (асимптотически устойчиво) её нулевое решение.

Теорема I . Система ( I )  устойчива тогда и только тогда, когда 
псе её решения ограничены на некотором полуинтервале Г’^е.>е~°£‘

Необходимость доказывается от противного. Пусть вопреки ут­
верждению теоремы система ( I )  устойчив а и иь:ее т неограниченное на 
Г Ц о *  С решение , т . е .  решение с неограниченной нормой 

|(5с СН ([ , Из устойчивости си стем  ( I )  следует устойчивость её  ну­
левого решения. Пусть нем задано £>0  . Из устойчивости нулевого 
решения следует существование &>С  , для которого верна имплика­
ция: (IV cC t0yU<. 5  -ф  с  У э с е - t } .

Построим решение а с + Ж  %  (^ х с *0>|| системы ( I ) .

Для него tl %  C t0 ) Ц <• o ' , но Э "t >  "to , при которых 
Это противоречит выбору S  .Необходимость до­

казана .
Достаточность. Пусть все решения системы ( I )  ограничены на 

Г ^ о  , оо С , а Х  C t) есть её фундаментальная, кэркироааннак 
при матрица. Из ограниченности решений следует сущест­
вование такого числа Л1 , для которого J|X f-t.) || М. при всех 
b ' Z ' t 0  . Поэтому для произвольного решения Ос СО системы ( I )  
верны неравенства ||ctс о l j = f | ^ f t - t v x !| < ^  ]Jо с j| < .t , lS < £ J 
если 5  <  Ь’/ . и .  . Достаточность И теорема I  доказаны.

Упр.. I . Почему Ос ё£ )  является решением систем; ( I ) ?
Упр. Z. Дайте подробное доказательство того, что из ограни­

ченности всех решений системы (1 ) следует ограниченность фунда­
ментальной [матрицы X  ОД ■

Теорема 2 . Система ( I )  асимптотически устойчива тогда и 
только тогда, когда все ев решения стремятся к нули при t - *  .

Необходимость доказывается от противного. Пусть асимптоти­
чески устойчивой система имеет решение %  , не стремящееся к 
нулю при С*3 ■



Тогда резание 2  U )  з  U^rc-tuJll текяе не стрекится к
нулю. Отсюда следует, что нулевое решение системы ( I )  не я зля ^т;я 
асимптотически устойчивым, что противоречит асимптотической устой­
чивости системы. Необходимость доказана.

Достаточность. Из стремления к нулю решений си стем  ( I )  сле­
дует их ограниченность, а значит и устойчивость как самой систе­
мы ( I ) ,  гак и её нулевого мнения. Так как нулевое реэекие устой­
чиво и любое решение Э с1 -0 . стремится и нулю при t -*■-*■ сх? , то 
нулевое решение и асимптотически устойчиво. Из асимптотической 
устойчивости нулевого решения следует асимптотическая устойчивость 
самой системы.

'Унт-. 3 . Запишите подробное доказательство теоремы 2 .

54. АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ Д1Н2ЙШХ СТАЦИОНАРА 
CKTiiiV

В этом параграфе рассмотрим систему

-Х  =  / 4 с С ,  ЭСТ=  С а , , . . . , К . "  (П

где А  есть постоянная П *  11 матрица.
В сэяэм с этим нам понадобятся некоторые сведения из теории 

таких систем1 , известные нам из общего курса по обыкновенным диф­
ференциальны*? уравнениям С системой ( I )  свяэыэается уравнение 
( А ~ А В { = О , называемо? характеристическим уравнением систега 
CD . Пусть ЛЛ, * - . Д .П1 С и » *» ") его корни. Считаем, что кореньAj 
имеет кратность )1.j . Каждому корн» X -  соответствует ровно Г1‘ 
линейно незаэисимя комплексных реаениИ. Какдое из этих решений 
можно записать б виде OC-tA)— 2Zfc]£^‘fcs« ^ ' где -  натуральное 
число, не превосходящее у у - 1 * а -  постоянный вектор

,  . ■. Из решений такого ззда и состоит фундамен­
тальная система комплекс позначных решений систеш  ( I ) . Общее ком­
плекс позначное решение система ( I )  представляет собой линейную 
комбинации реиений, состаалеющих фундаментальную систему решений. 
Множество всех действительных решений содержится во множестве 
ьсех комплекспозначных решений.

Ссиоздае сведения по теории линейных стационарных систем студе» 
n.vj излагают с ’состоятельно а пиаь?/енноы виде во время аудитор­
а х  заият/й. ,Сложения сдаются преподавателя, посла чего препо- 
-ллатель сообщает проведенное ниже краткие сведения по теории 
г::нейшх ст;; tv :нгркмс систем. ^



Лемма. Предел ^ i / l L  при р^зен нулю
тогда и только тогда, когда R-e А < 0 .

С? Пусть X  =  <>(-♦■ I ̂  ;  Тогда £■<? Л — ос и

Откуда и следует утверждение лекмы.
Упр. I . Закончить доказательства леммы.
Вопрос: Какими должны быть горни характеристического уравне­

ния, чтобы система (2) была асимптотически устойчива?
Теорема. Линейная стационарная система ( I )  асимптотически ус­

тойчива тогда и только тогда, когда все реальные части A j 
корней характеристического уравнения этой системы отрицательны. 
Необходимость доказывается от противного. Явные используется при 
доказательстве и необходимости и достаточности.

Упр. 2 . Докажите теорему.
Определение. Матрица А  называется устойчивой, если все 

R e A j < 0 .
Й;польэуя это определение, теорему можно сформулировать сле­

дующим образом: Система ( I )  асимптотически устойчива тогца и толь­
ко тогда, когда матрица А устойчива.

Для определения устойчивости натрицр А  разработаны раз­
личные способы I. 3 ] .  Приоедем здесь

Критерий Гурвица. Пусть характеристическое ураанение имеет 
» а д а лХп+ - - + й ,Х + а ,* С  . где C t,.^ 0 и а и* с  , Составим 
матрицу

а 1 а *  о  о  . . .  с

СЦ
a s

a>
a « Си

lla * *
tXi • i

Л 3Ц-3 ftn

где (2)

Рассматриваемое уравнение имеет корни только с  отрицательными 
действительными частями тогда к только тогда, когда положительны 
все главные миноры

Д 2 —

матриир (2) .

й о

и ъ  0.± <*

О4 Q *  О

л 5 1 „ т ,д .

& S О з а * .

1C



Упр. 3 . Каким условиям дэлжш удовлетвор ять числа Cl и ■£, , 
чтобы система :Г “ у ,  y~ Q -x  была асимптотически устойчивой"

З а м е ч а н и е .  Можно доказать £ 3 , c . 9 l ] ,  ч и  с/.ли дейст­
вительные части всех  корней характеристического урвш.?>:ия отрица­
тельны, то все коэффициенты рассматриваемого уравнения имеют один 
и тот же знак.

Теорема 2 . 11усть хотя бы для одного корня характеристическо­
го уравнения системы ( I )  R e - ^ > 0 .  Тогда система ( I )  неустойчива.

О S рассматриваемом случае система ( I )  имеет неограниченное ре­
шение, соответствующее корню A j . Поэтому согласно 53 система ( I )  
неустойчива. 4 .

« 5 . ВТОРОЙ (ШШОЙ) ЛЯПУНОВА ДЛЯ АВТОНОННЫХ О С Ш

Рассмотрим систему

d b « ^ C o c > ,  ОСТ»  ( I )

Будем считать, что область задания этой системы содержит 
точку ОС— О и {  (0 )ш О • В этом предположении система ( I )  имеет 
тривиальное решение ос ct) ■  О . Будем также считать, что решения 
системы ( I )  однозначно определяются своидо начальными данными.

Наряду с системой ( I )  рассмотрим функцив V ^ ) ,  V :  G —»-{R 
которая определена в некоторой окрестности &  точки тс -  О 
к дифференцируема там.

Определение. Производной функции V/ Сх) j  силу системы ( I )  
назовем функцию v  С *) * определяемую формулой

t f C o 0 4  ( 2)

Упр. I . Запищите в координатной форме систему ( I )  и формулу 
( 2 ) .  В общем курсе обыкновенных дифференциальных уравнений доказы­
валась ■

Лемма. Пусть O c c t \  есть некоторое решение си стеш
( I ) .  Тогда „ j

V О  t tO s f c 'iL  v C o c t^ ) s t t j .

I I



Угэ. 2 . Докажите леьху. ^
Й Е л -2* ^Уз т ь V('x,t̂ '>= ’Эс -+% • Найдите производную 

этой функция, в силу си стем

з £ - у — ат-5,  j ^ - o c - y s .

•fro можно сказать об ограниченности нормы любого решения -* <"£J , 

ij (•£) рассматриваемой системы? Можно ли ут;.ерхдать, что любое 
решение рассматриваемой с ж  темы стремится х нулю при ?
{Если слушатели затрудняются дать ответ на этот вопрос, то его 
следует повторить после разбора теоремы Ляпунова об асиултотичес­
кой устойчивости).

Теорема Ляпунова об устойчивости. Пусть для системы ( I )  в 
некоторой окрестности &  точки эс—О существует дифференцируем.', 
via я функция V l  6 - * [ £ . ,  обладающая свойствами;
I )  V C * ) > 0  приХэ^О  , а V (o)*= 0  ;
Z) Л- £Сх1^ С при всех ЭС:£•(?.

"Ъх
Тогда тривиальное решение 'Х  — С система ( I )  устойчиво.

Пусть задано Ъ > О . Найдем \/0 ~  п и н  ^ Ос) ,
С-

Выберем о > 0  настолько малым, чтоби для любого ос , для кото­
рого 1J эс li <  S  , наполнялось неравенство У  (э О  ^  ^ / я .  *
Покажем теперь, что построенное удовлетворяет необходимый 
требованиям, т . е .  что для выбранного & '>  о  неравенство 
|| ос Ctc'i Ц<.Ь влечет аа собой неравенство It c-t 1 Ц -< ■& V  i  £  t c . 
Действительно, если это не так, то для некоторого решения о с  e t i  
будет существовать момент времени Т  >  t e , для которого 

, хотя IIОс i - t ^ U c S .  Тогда

V  C -x tO )  >, V t o c i o ) ,  т .е .  V O x  t - r ) ) > V C a c t f 6i ) .

Таким образом, функция \/ ("X <.t>) возросла при изменении t  
от t o  до 'Т , хотя её производная -  V (ас
Полуинное противоречие доказывает теорему.

Вопросы к доказательству теореш , предназначенные для само­
стоятельной проработай:
1) Можно ли утверждать, что \4 > 0  ?
2 )  Какое свойство функции V С1* }  обеспечивает возможность выбора 

С > 0  тамсм, что y t x X  ^ ° /х  ПРИ ЙЭс11< ^ ?
3) Почему можно утверждать, что существует г  ,  для которого 

)[ -X o n  II «  Ь  , а не ii эс m|| >, g  ?
Теорема Ляпунова об асимптотической  у с т о й ч и в о с т и . П усть  для
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системы ( I )  существует дифференцируемая в некоторой окрестности 
G- точки о  функция V : 6 - * l R ,  обладающая свойствами:

1) V  С х )  >  С при ~ х * С  и Х/(о ) « 0  ;

2) v '(xy= .r-^ c.x '>  £ ( з О < 0  ПРИ в с е х Э с е в  и О с # о .о К т
Тогда тривиальное решение 3< s O  систем» ( I )  асимптотически ус­
тойчиво .

О Устойчивость решения эсч ьо  следует из предыдущей теоремы. 
Для доказательства того, что начинающиеся вблизи Зс**С ре­

шения стремя тг я к нули при , наберем Д > О таким, чтобы 
неравенство И0  ̂ tto)l|</4 влекло за  собой выполнимость условия 

t  при всех "t0 , где £  настолько мало, что шар 
лежит в G . Тогда V *=■ $ О 

при всех t £ t c , Поэтому функция V Сх  C-ti)  > О строго убывает 
и потому имеет предел
•iCm л V V ( XCi ) ) >ct>0 '

В перьок случае, когда Л > 0  , из неравенства ^ (x ct))^ oL  
следует неравенство Il'xC.-till $■ ф > О И) значит, неравенство 
$  Т > 0  -Тогда для t ^ t 0 t

V C ^C tV ) “  V
\ te

иt значит, V при . С другой ’-второны,
V  Cx<-£>) должна быть ограниченной на полуинтервале U  t o  , так . 
как на этом полуинтервале It Эс C t-) li % £ .  Полученное противоре­
чие убеждает нас в том, что о<.= 0 . Это значит, что
€ t m  VC^cce) )  =  О я потому Цое Ct) \ \ О  при . 4
^ " " Параая теорема Ляпунова о неустойчивости. Пусть для системы 
( I )  существует дифференцируемая в некоторой окрестности §  точки 
' х . - о  функция V i  e - '- f R  . обладающая свойствами:
1) V C x ) > 0  при асе* э с ч * 0  и J e t  G ;
2) в каждой окрестности точки с с = с  существует точка ^ о  , в 
•которой V  Тогда решение о с  Ct)-m о  си стеш  ( I )  не­
устойчиво.

Доказательство от противного. Пусть вопреки утверждении тео> 
pevu решение 'A CtY ^O  системы ( I )  устойчиво. Возьмем 
настолько малым, чтобы шар IIX!) s, Ъ  содержался в <3- .  До 
предположению существует Ъ > 0  , для которого 
для любого решения Эс СО со свойством И эсС£о}Ц <8 » Для к в х  
та:их решений по условию теоремы V > о  к потому
V < •*c-t)>^  V ( X с U ))  при все* ± > Л а .
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Выберем из этих решений такое решение эсС-О , для которого 
V CocC~tt,))>C. Тогда из неравенства У С э с с * ) )^  V С ^ с С ^ )> 0  
будет следовать существование числа О ,  дад которого ||oci.tt||£ Л . 
Поэтому при асех "to верю  неравенство

A/4 o c O t > V i  7rU n  * » 0 .

№ этого неравенства и продолжимости решения э с С О  на промежу­
ток следувт соотнооения ^

V C3cct))-N /C3cCi^)-i- } V ' t K ^ d r  £  У С сС Ц >+1 =V tcttt^+pCt-t„)-f<«.
К  **>

А это значит, что решение ж  с * )  ври достаточно больших "t 
обязано выЯти з а  предал* вара li^ ll  «  h  .  Полученное утверждение 
противоречит предположение. < .

Вопросы к доказательству: о
1 . Почему решение ос L-t) ,  для которого И *  U <  *  можно 

считать существующие при псах "te  ?
2 .  Откуда следует, что ^ > о  ?
3 .  Почему из неравенств V  С *  c -tj> ^  V  C ae«b jp 0  следует неравен­

ство || Эс c t )  Ц >  ?
Вторая теорема Ляпунова о неустойчивости.  Пусть для систем*

( I )  существуют постоянная o t >  о и определеише в некоторое ок­
рестности & точки Ос ̂  О функции VWO и WCx.'i, обладающие 
свойствами:
1 ) функция V  дифференцируема, a W  непрерывна и

«  о4 V £ j O  +  ;

2 )  V(/ С х )  > О  при асех  х е &  и - э с ^ О ;

3) в каждой окрестности точки Х =  О существует точка г-с , в 
которой V (^Coi >  о  ,

Тогда ревение "Эс Нг) О система ( I )  неустойчиво. 
Доказательство. Для любого решения o c t t i  систедо (1 ) ло условию 
выполнено тождество

V  =  <* V f a r c « J  +  W  < -« 3 .

Рассматривая это тождество, как лшейьое дифференциальное уравне­
ние относительно V fa e t * ) ) ,  получим соотношения

у  (x£.t>) — СХСг) > г^г $  в  И Cart *=}_),

йэ этих соотноиений, при f  ̂ J  ^ ^  слег/-*-?, что 
У  (c cC t) )-* -* - !*0  rtf;? все* .< i
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Упр. 4 . Записать подробно доказательство этой теоремы. G 
случае затруднений обратиться еще раз к изучению доказательства 
первой теореад Ляпунова о неустойчивости.

Доказанные теорем* обосновывав? метод исследования решений 
системы ( I )  ка устойчивость. Этот метод состоит в том, чтобы для 
исследуемой системы подобрать соответствуетую функцию V . Ляпу­
нов разработал два метода исследования решений на устойчивость. 
Изложенный вняе метод он называл второй методой ^4^ . Этот ме­
тод получил широкое распространение. Учитывая, что этот метод не 
требует отыскания решений исследуемой системы, а позволяет прово­
дить исследование непосредетвенно по правой части системь-, многие 
авторы называют его пряшм методом (прямо непосредственно по сис­
тем е). функция V ,  удовлетворяющая хотя бы одной теореме Ля­
пунова, называется функцией Ляпунова. ^

Упр. 5 . Будет ли функция 'Х функцией Ляпунова
для следующих систем:

З а м е ч а н и е .  Ивореиы, аналогичные доказанным, установ­
лены Ляпуновым и для систем, правая часть которых зависит явно 
от времени f 4 ,  3"].

Упр. 6 . Подобрав соответствующую функцию Ляпунова,установить 
устойчивость или неустойчивость нулевого решения следующих систем:

4 )

6)

15



5 6 . АНАЛОГИ TEOHttSi Ж 1УНОВА О СУЦЕСТЕиЬкПЙ! 
КВАДРАТИЧНОЙ ООРШ С ЗАДАННОЙ iPGi©K£Hw! 
В С Ш  ЛИЦйНОй СТАЦИОНАРНОЙ СИСТЕМ!

Рассмотрим систему

с с -  A d c t A - C cll^ ,  s c ^ f e , , . . . s c c n ) € ( i )

с  постоянными коэффициентами Q-i'̂  . Цу о ть

Л ц  “ ■ А  0 . \  г  . ,  «•

|А-ХЕ|= t * V 0 . г п
( 2 )

& И 1  Ф л Я .  <■ ■ - 0 - П П ~ ' ^ '

есть характеристическое уравнение этой еи стега.
Теорема. Пусть для корней характеристического уравнения

(2 ) при любых “2 и S (а  том числе и при 2 — s  ) аыполндотея 
соотношения f t e A s ^  Тогда для лсбой квадратичной формы
VV С3с) сувр см ует квадратичная форма Q  С * )  , производная кото­

рой ф с х Л  » силу оистекы ( I )  равна , т .е ,  q t x J e W t * ) .
Доказательство рааобьем на несколько шагов.
1 . Отметим 'вначале, что квадратичные формы

0CttMOCt l ,  ОС*

линейно независимы, так как любые две из них завися': от разных не­
зависимых переменных. f  п

2 .  Найдем теперь квадратичные форма ЗГА ( 
представляющие собой производные в силу систекк ( I )  o f функций

. Методом о т  противного локахеи, что форш ( Л , зсч/линей­
но независимы . В самом деле, если для некоторых , не все из 
которых равны нули , выполнено соотношение 2Г ^ О,

• То для любого решения св ,.,.,3 „ ф й ст е ш  CI) будет вы­
полнено товдвство X^Cts i  коториго следует
тождество _____  л j

2 Г  С Э -,. ) -zcs с t ) )  s s  С  3
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Т?» -  жхгто^ннад.  иохученкое тождество, учитывая вид решения 
Ос C t) системы ( I ) ,  можно записать в форме

_  (К е Х ^ К е Х г У *
j : c z& е  s  е 5 ( з )

где Pt,C+) представляют собой многочлены, относительно £  , •■ 
коэффициента которых есть некоторые ограниченные функции. При 
этом считается, что все R e X * .'* ' Я-еА* различны. 1ак как 
Я е Х г + R c X s ^  О , то величины Рг  ̂(* )  С  Re o t

нейграничены на fR . Поэтому тоадество (3 ) может выполняться толь­
ко тогда, когда С * О ,  т . е .  когда 5Z  (-Vi, =  о  для 
любого решения си стем  ( I ) .  Поэтому при всех 3е „ ,  -^s обязатель­
но выполнится тождество 217 0 г4 0С4 s  о ,  А это значит, что 
функции Х т Э с* линейно зависши». Это противоречит первому пункту 
доказательства. Таким образом, квадратичные формы-С3^ 00*-} линейно 
независимы.

3 . Рассмотрим теперь векторное пространство V , натянутое 
на лекторы ОС,2 ,  X ,  „Оcn^X „/Xf) i . e .  пространство квадратич­
ных форм. Квадратичные формы являются элементами этого
пространства и их ровно столько» сколько форм Кроме того,
формы линейно независимы. [юзтону они образуют базис а V .
Квадратичная форма W  С * ) , данная нам по услоыию, является эле­
ментом V  • Поэтому её можно разложить по базису • т .е .  
представить в виде

W  С о е} = -  5 Г  С 3CS / ,  (4)

где d% s есть некоторые числа.
Положим Q O O =  - Тогда- согласно (4 ) . произ­

водная от (Я в силу системы ( I )  C JC ^>~ W C a :) ,  Теорема 
доказана.

С л е д с т в и е ! .  Пусть систем а (1 ) асимптотически  у сто й ­

чива. Тогда существует положительно определенная квадратичная фор­

ма V C x) , производная которой в силу  системы ( I )  .
О Так как система Ш  асимптотически у сто й ч ива , то  со гяаоно  

теореме 54 все R e  -Х-. < -0 , Поэтому выполнены условия только  что  

доказанной теоремы. Согласно этой теореме для квадратичной форме

— ftoclC4 существует квадратичная форма V £эО , для которой

V с*.) = -  IjccU^ Покажем, что V C x )  положительно определенная 

квадратичная форма. Тем самым теорема будет доказан а . ДеАотмтель-*
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но , если квадратичная форма V О о  принимает в некоторой точке 
ЭС0 отрицательное значение, то V  С °о ес ') ~  V Oc„j ■*. о 

при всех положительных ot . Это означает, что в каждой окрест­
ности точки з с = о  существует точка , в которой V  О* О , 
Тогда функция W O O — — V C *) удовлетыоряет первой теореме Ляпу­
нова о неустойчивости, а система ( I )  неустойчива. Противоречие с 
асимптотической устойчивость» системы ( I )  убеждает нас в тон, что 
V W  не может принимать отрицательных значений.

Покажем, что У<Ж> в точках эс , отличных от точки х  = о  , 
не может обращаться в нуль. Действительно, если для некоторых 
3Со 1^ 0  выполнено равенство \ Z C * .i^ o  , то для решения ~Х СО , 
Ос (°) =  , при i  > О будет выполнено неравенство V ( x a ) ] <  о  , 
так как в силу неравенства Сэс с в )  =  — i) oc.CfcJ И <  О 
функция VC*. 143) строго убывает. Ранее, однако, было показано, 
что VСэс) не может принимать отрицательных значений.

Таким образом, V С^О при о с ^  о  не может принимать отрица­
тельных значений и обращаться в ноль. Это означает, что V С*-’} 
есть положительно определенная квадратичная форма.< -

С л е д е  т в и е 2 .  Пусть хотя бы один корень характеристи­
ческого уравнения (2) имеет положительную реальную часть Ы0 . 
Тогда существует положительное число о<_ и квадратичная форма 
V(PO  , которая в любой окрестности начала координат принимает 
положительные значения и производная которой,в силу системы ( I )

^  С х )  =  оС V  +  \1^с \\Zm

>  Наряду с системой ( I )  рассмотрим систему

З с  =  ( А -  в ) ' О С ,  (5)

где o i  есть некоторое, подлежащее выбору, число. Характеристи­
ческое уравнение этой системы имеет вид —

Поэтому его корни связана с  корнями уравнения (2 ) по

формуле 0

R .€  f U  R -e X *  +  <=*- (6 )
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Выберем теперь число о 4>  О так, чтобы выполнялись два условия:

1) оС не совпадает ни с  одним из чисел R e  i s  I

2) среди чисел A fc— ^  есть число с положительной реаль­
ной частью. При таком выборе числа oi . в силу соотношения (6)
R-e р %ф  О . Поэтому, согласно теореме существует ква­
дратичная форма VCx.) , производная которой V^-Cx) в силу сме­
те»® ЦхЦг.  Так как система (5 ) неустойчива, ибо име­
ет  корень с положительной реальной частью, то функция У О О  , 
чтобы не противоречить теореме Ляпунова об устойчивости, обязана 
при ос=^о принимать положительные и нулевые значения- Если функ­
ция V 6x )  в точке принимает нуленов значение, то на решении 
ЭсСгЬ) , ' ХСс)— , она при "fc > О принимает положительные значе­
ния Vfccttf) , так как VGxCti) в силу условия V C x t u ) —
строго возрастает. Таким образом, хотя бы в одной точке о
функция V ) > ° v Тогда в силу однородности в любой окрестнос­
ти точки эс= 0  существует точка ТЭС„ , в которой VC^  ^ ) ~ 
^  Т  2 V' Ссг^ >  О .

Для рассматриваемой квадратичной формы V , используя 
теореку Эйлера об однородных функциях £ 5 ,  с .4 5 2 3 , получим соотно­
шения

i i
— V Сэс.)— o i V  O x j 5

где V означает производную от V  в силу системы ( I ) .  По­
этому H'3ci|2=VC>c)— at V C O . Откуда и следует утверждение теоремы

57. 1Е0РЙШ ЛЯПУНОВА ОБ УСТОЙЧИВОСТИ И 
НЕЗС ТОЙ ЧКВОСГЙ W  ПЕРВОМУ ПРИБЛЖНШ)

Рассмотрим систему

ОС — f  Сх.~)  ̂ ^  6з ) =  о э ( I )



определенную в некоторой окрестности точки х = о  . Предположим, 
что каким-то образом вектор-функцию ^ Сх) нам удалось предста­
вить в виде

4  СэсЛ — / 4 х  +  ( 2)

где A = (&cj) -  постоянней Л у  d  -  матрица, а ^  ОО удовлетво­
ряет условию

■Um  (з1
х - ^ - о  a z c ii

Тогда говорят, что система

ОС =  А  ос  (4)

есть система первого (линейного) приближения для системы ( I ) .
Теорема I . Если система (4 ) линейного приближения для сис­

темы ( I )  асимптотически устойчива, то тривиальное решение эс**0 
системы CI) асимптотически устойчиво.

£> Из асимптотической устойчивости системы (4 ) следует, со­
гласно J 6 существование положительно определенной квадратичной 
формы производная которой в силу системы (4 )

&  С х } — ™  А  ос = — 1|х||1н 7s.x_
Ироизводная квадратичной формы V в  силу системы ( I )

^  (  Азе + РО =

— © х . )  l l tx l l  J -
(5 )

'bV
Тан как v  квадратичная форма * T0 ^ X '  п^и всех L яв_ 
ляется линейной формой переменных * с

— &С1 °СЛ ^  +  • ■+

Из ограниченности функций следует ограниченность функций
^ . Поэтому из ,услови> (3 ) следует соотношение

“  ( Х т  / i  Ш \  Z ! i >  =  c .



j;ciT';kty при достаточно мелок Л  неравенство

I ( \ \ < _L
1 ^  IU II Я* х  )  ||эс« I Z

и.лолнено при всех X  , для которых (|л(|<& . Для этих “X  , как 
следует лэ еоотн'ж-ьий (5 ) ,  V, tx )-<  О , если только э с ^ о .  
о гд в  согласно те->рс;-.-.э Лялуноьа об асимптотической устойчивости 
у-:шение t jc iso  систем;: ( I )  асимптотически устойчиво, <

С л е д  с т а  т/ е .  пусть все реальные части корней характе­
ристического уравнения система первого приближения для системы ( I )  
£ е  A s < о . Тзгдй тпк.чкальное решение системы ( I )  асимптотически 

устойчиво.
Теорема 2 . ii.vc:» среди корней характеристического уравнения 

I А ~ А Е |~ 0  слететь первого приближения (4 ) имеется хотя бы 
один с положительной реальной частот. Тогда тривиальное решение 
системы ( I )  ьеуст:)й*-!;:аэ.

t> Из следствия  ̂ 'о  следует существование положительного ч и с л а  

«С и квадратичной фожы V'( х ) , принимающей положительные зна­
чения в любой окрестности точки ос =  О , для которых производная 
от V  а силу еиетакы (4)

VI c=t) — ~  A *  -  +  И'*\\Z.у С X

Ti к»тому производная or V  я силу системы ( I )

V ,(-x .)-=  (  А х - г ^ Ы )  —
~ с х

1’-д \Х/ О )  — I I *  Ц2 +  Ч5

аналогии с со;.•тв^тствуюдим промежутком доказательства теоре-
I докажем, чте при достаточно палых Цх)|^ о  принимает

■только поло^ительн!-;" гийчекия. Тогда согласно второй теореме 
. ял7ноб« с неугтлЬ.г/.-исти решение систем, ( I )  неустой-
■■■■,•■ во. <

Упр. I.-ДОЕягекте, что функция С*) , определяемая форму­
лой (6) при достатпис' малых 11эс U У= с^  принимает только положи­
тельные значения.

Упр. 2 . Исследуйтз на устойчивость нулевое решение следу»'
/:у. систем;
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1) OC. =  — DC -г ОС3 ;

2) dc  * -  s i n  x  ;

3)

4)  - i  =  ^ ,  J - a x - t - i f y + c * 5.

?8 . ИССЛЕДОВАНИЕ НА УСТОЙЧИВОСТЬ СТАЦИОНАРНЫХ 
РЕШЕНИЙ СТАЦИОНАРНЫХ CICTSM

Рассмотрим систему

: х  =  ^ е * 0 ,  {  ( ° ) = о 1 ост = С * 1, - . . 3о : п \  (1 )

определенную в некоторой окрестности точки ^ с=  о  . Если f  С̂ с }  
представима в виде

{ C ^ = A x + f C x i ,  . -W ^ 7  ц ^ ц — ° s (2)

то система первого приближения Ос. =  А э с  , согласно предыдущему 
параграфу, во многих случаях позволяет исследовать решение л г з о  
на устойчивость. А именно; если все корни характеристического 
уравнения 1 А - А Е  1 = 0  имеют отрицательные действительные час­
ти, то решение 3е =  О системы ( I )  асимптотически устойчиво; если 
же среди этих корней имеется хоть один корень с положительной ре­
альной частью, то решение "эс— О системы ( I )  неустойчиво. Из 
этих рассуждений следует, что нам полезно научиться выделять сис­
тему первого приближения, т .е .  находить матрицу Л  . С этой целью 
допустим, что вектор-функция

Г = >  С . Ю

дифференцируема в точке 3:=  о  , т .е .  для любого с =  л ; и

^ С * 1, . , . , о с п ^ « ' ^ ^ ) х 1+ - - + | § ^ - э с >1+  С СИ1* ! ! ) .

Это значит, что если £  С*-) дифференцируема о точке 'xi—C , то
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А
Ъ~К.

' i l l ... l i i
Tl-Xn

? £ » , , , T>iv\ .
7ЮСД •3C -  о

сз)

Будем по-прежнему р ассм атр и в ать  си с т е м у  ( I ) ,  с ч и т а я , что 

зад ан а  и дифференцируема в некоторой  о к р ест н о ст и  точки ЭС0 и об­

ращ ается в нуль приЭС=*эг0 , т . е .  £ С х * ) =  С . Т огда

•£ 0 0 =  С г 0 }  ( с £ — ^<Г>-+ ° С Н х - а 0 Ц }

и си ст ем а  ( I )  им еет вид

О С - *  С х 0) С х - а с 0 }  +  О  О ^ - т С о И ) , ,
•а э с (4 )

а функция 'X  З Д  —  ОС0 я вл я ется  е ё  решением. Iteсл ед уем  э т о  реше­

ние на у с т о й ч и в о с т ь . Для э т о г о  в си стем е (4 )  сд ел аем  зам ену п е­

ременных ^ •= '3 > э с в .Т о гд а  э т а  с и с т ем а  б у д е т  п р еоб р азован а  в си с 

тем у - я

( 5 )

Решению Х £ * ) * . Э С в  систем ы (4 )  б у д е т  с о о т в е т с т в о в а т ь  решение 

систем ы  ( б ) .  Причем из у сто й ч и в о сти  (н еу сто й ч и в о сти ) 

решения ^ О О з  О вы текает у ст о й ч и в о с т ь  (н е у с т о й ч и в о ст ь )  реше­

ния ' х с - в ^ т с 0 „  Систем ой п ер во го  приближения для с и с т е ш  <5) я в -

л я е тся  си стем а  

уравнения

 ̂ с т с  ̂ у .  Поэтому, если  асе корни

I ( =  О
» -V

имеют отрицательны е дей стви тельн ы е ч а с т и , т о  решение ^  

системы  ( 1 )  аси м птоти чески  устойчиво,- есл и  же ср е д и  э т и х  корней 

им еется х о т я  бы один с  положительной д ей ств и тел ьн о й  ч а сть ю , то  

рассм атр и ваем ое р е т и н е  н е у ст о й ч и в о .

У д р . I . По первому приближению и ссл е д у й т е  н а  у ст о й ч и в о с т ь  

в се  стационарны е решения следующих уравнений к см етем :

I )  £ =  s i n 3 T 3 L  ;  g )  0 0 £  ЗГ-х. ;

Э) i  = S i n t j  ,  ^ 4)  i f - ' l t ' i - 3 » j - 2 x .
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Упр. 2 . По первому приближению исследуйте на устойчивость 
нулевые решения следующих систем:

З а м е ч а н и е -  Решения урашений «ысших порядков вид»
Э С f  ( Ь •х. ... г 'х! " ’%сследуются на устойчивость после т л м , 
как эти  уравнения стандартным образом (заменой ос=хг , -х -л ; ,  , 

i ’ ^ars , . . . )  сведены  к системе.
Упр. 3 . Исследуйте на устойчивость нулеиые решения следующих 

уравнений :

I )  6с - 2  dc +  S.L ri-JC ~  О ;  2) ж " +* 2.JC -+ а п - х — о .

Определение. Матрица Y  называете я логарифмом матриц X  и 
обозначается Y =  i n  У  > если

Наломнии, ч то  .

Х л >  И  *
е  ^ £  +  x - > - j 7  + j t  + *

Т еор ем а.  В сякая  н еособенная матрица X  им еет л о г а р и ^ *  
В м есто д о к а з а т е л ь с т э а  этой теоремы ука*ям  яан ве формулы для 

вычисления СпХ.
I .  Цусть вначале

1)

2 ) ОС~ s i n y - 4 i n v  , ~х ~ 

3,  dc -= S i n  J T f f  , у  ~  у -  с м : с  - 1 .

59 . ЛОГАРИФМ МАТРИЦЫ

есть диагональная матрица. Тогда



2 . Если

3 , =

есть клетка Жордана, то

L l i  X  =  5  А

' с 1 о . . . о |
с о 1 . . . о
с с 0 0

о о О < - « J
.с о О - О .

к

й-1

£ )■
Так как в рассматриваемом случае

X = A £ - ’- j 1 = A ( £ + J } ,

то это оп[«деление соответствует обычной форкула

€ п  С ^ + л )  — А -<-■&?с'?* х ) = А +.

"3, Если
I X ,. С

О ' ' г *

C-t)k-i

k. U J .

где ,'7 >n “ к ;е':ки Жордана, то
Ln 'Jt

(3 И tJrn J »
4 . гдли X  есть произвольная неогббая матрица, то её с  по­

мощью некоторой n e j-собой матрицу S кожнэ привести к форме Жор­
дана t£ik, что X  — S 13  S . Тогда полагаем

U  X  -  ь ‘ 7 L n l  $>,
иокио п р о вер и ть, что в каждом из указанны х сл уч ай  а выполня­

ется необходимое тоадество -£ ,tVs  X  .
Упр. Ь каждом из указанных ни*е случаев найдите L n X  я про­

верьте равенство Q'JlX= X ‘
А Д с  

I ) X  =  | с  -1 1

L с  с  1 1

2) Х  =
1 А О 
0 1 0  

с о х
3) X -

■ о  1 1

- 1  О J  ■
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510. ТЕОРИЯ ФЛОКЕ

Рассм отрим  си стем у

Я -  P W X ,  ОСТ=  0 * , ( ! )

с  непрерывной к а  IR и -п ериодической матридей Рс<) . У^р.ет 

м есто

Т еорем а Ф локе.  Для линейной систем ы  ( I )  с  нещ ерианой  <-0 -  

периодической матрицей P o t )  ф уи деьен та дьнея патриц а решений 

У С -fr), У  Со) ~ Е  , им еет вид

У С ± ) ~ С р С ^ е Л , (2)

г д е  А  -  н еко то р ая  постоянная катрица И х  п . , а ЧР U r) -  неособая 
сО -п ер и од и ч еская  непрерывно дифференцируемая ыатркца.

>  П усть X  C + i > У  С®) -  Е  ,  фундамен т а  льная матрица ск ст е и к  ( I ) .

Т° ГДа C t >  S  р « 0 Х С ± )

и потому

s L  X 0 t + u > }  =  X  С-И -^Л  — P C t + u J ^ X C ^ + w ’) — Р (+ ) X  
cLfc

т . е .  X  С'Н- ид) е с т ь  также фундам ентальная матрица решений е и с т е -  

кш ( I ) .  П оэтому с у щ е с т в у е т  постоян ная матрица £  , для которой

х C++UJ) = хс+) <Г.
П олагая в этом  тож дестве Ь х  О ,  лолучиы <? =  Х ( « - 0  и . зн ач и т,

XCt-Hto) = X со X С«0 . (3)
Матрица X  н еособ ая  и н азы вается  устри цей  и си од р отеи .

Положим

A = jt LhXC«j> яр од = х  с о е  <4)и_ т *

Тогда Ср есть  неособая непрерывна дифференцируемая ;.:гз<грица и

ct> C++ ^ у  ( +-г to) е у  c-t) >( (uj) € A l -е5 л  ŝ-
__ ч, ,  . _  A biT 'Л и ! —Л -fc -A't= Xct>e е € = xct) е -ssqpct^
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т .е .  С+) есть *0 -периодическая матрица.
Корки ^ t уравнения ( У  С“0 ~  £  Е 1 =  О называются мульти­

пликаторами.
Тедрема 2 . Дня всякого мультипликаторе ^ существует не­

тривиальное комплексноэначное решение у  Ct) с м е т е »  ( I ) ,  окладаи- 
чее свойством ^fC-b-r и з )  =  р  ‘f 'C t ) .

t> По условию ^  есть собственное число катршр X  С445)  .
Пусть Х а есть собственный вектор, соответствующий числу §  . 
Тогда X  C'-l) f  *х>эьмек решение C t)  систеьи ( I )  с  на­
чальным условием Со) =  Ос0 v Тогда ' f t O ' S  ХОО'ЭСо и 

^ C - t + u j ^  X  и-ш о>-Эс0 =  X  C t i X M a : c s  X  C t) « J .

и теорема доказана.
Теорема 3 . Если для некоторого нетривиального комплексно* 

значного репеьия ' f  C t)  с истеки ( I )  и некоторого комплексного 
числа ^ выполнено тождество Y  С * + ^  ^» то f*
является мультипликатороу системы ( I ) .

{> Как известно из общей теории линейных систем,каждое решение 
'-f C t)  систем) ( I )  можно записать в виде *f Ct) •= X  C t) ' f t o ) .

По .условна теоремы для решения ' f  t t )  верны тождества

X  C+ + «О  у м - * *  < fC t fU i)  а  £  < ^ c t)  =  £>Х СН=С0 .

Откуда при ~t= О получим соотношение

X  О )  =  ?  V (-o i .

доказывающее, что £  есть культкпликатер си ст е м  ( I ) .
Из теоье;/. 2 и 3 вь’те «тает
С л е д с т в и е ,  Цигейка я -периодическая система 

иь.еет нетривиальное дейстахтельное решение периода (О тогда ж 
только ъогул, когда хотя бы один из её и.ультипликаторов равен 
единице.

Угу,. I . Докажите следствие.
Улр. <. ,■/ .окажите, что сукма веек мультипликаторов с истеки 

(1 ) равна следу S p  X  •
Уг;ь. _?>. ^.окавите, что гфоизэедение^всех мультипликаторов 

систем; ( I )  [.явно d ' i .i  X  0<-0 «= £ .> р ] S p P c t ) ^ .
Упр. 4 . укаж и те, что ки один из иультипликаторов си ст ем  

( 1 ) не равен ьулю.
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?п. теорш об хтойч&эостл ;криоди-щской
СЖТЫ&

Будем по-прежнему рассматривать систему

£ *  Р ш х ,  0СТ=  t  ЭСП)  , t  е <R# ( I )

О непрерывной «Э -периодической матрицей PCtO ,
Теореме I . Система ( I )  асимптотически устойчива тогда и 

только тогда, когда модули всех ее мультипликаторов (3*. 
удовлетворяет условию  ̂ *

1> Из теоремы Флэке следует, что фундаментальную матрицу X C t) ,  
У (о) ^ Е  , системы ( I )  мощно записать в виде

Х Ч * ; «  9 5 e Ai} {г )

где матрица ф №  непрерывная, не особая л ^  -периодическая. 
Так что С р С ь ^ ^ с р  (с)**- Е . Поэтому матрица монодрск-яи

X  =  f  . (3 )

Пусть Х к есть корни уравнения d e t  [Л-А. Тогда, как
следует из соотношения ( 3 ) ,  мультипликаторы ^  , т .е .  корни 
уравнения a e t [ X M - ^ E l = o  связаны с Л ^ по формулам

? *  =  - € ^ tU J, =  i  L * СО

Поэтому из соотношения {':) следует, чт:- все решения системы ( I )  
стремятся к нулю при t~*-+ м  тогда и только тогда, /огда -
Тогда утверждение тезреик будет следовьтп из теореж  об асикп- 
тотичеслой устойчивости лилейной скатем? из § 4 . <

Теорема гЬли хотй бь; один из му л .-тип ли катеров си стеш
(1 ) удевлетаоряет условию [ , то система ( I )  неустойчива.

Из соотношений (4 ) к (2) следует, чт.) ;>:отека ( I )  и>,<еет 
^ограниченное решение. Тагда с гласис теореме I из §3 система
( I )  неустойчива.

Сформулируете и докажите не г. £х единое и достаточное 
уровне уот';5лтк Jt'iTK зкс'.с!"ч в термин их . ^тэттлккйторов.
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S p  Р ( . 0 = £ _  p
4

при качдои t  не меньше нудя. Тогда система ( I )  не иояет быть 
асимптотически устойчивой.

Д о к а з а т е л ь ст в о  от п р о ти в н о го . Ц усть, несмотря м  т о ,  что  

o p  Р Cir) ^  С » си стем а  ( I !  асимптотически  у сто й ч и в а . То гда  все 
её решения и , зн ачит , зпрез^лктель d c t  X  ( . t )  фундаментальной 

матрицы X C t )  стр ем я тся  к  нулю при «•*» .  С  Другой стороны , 

по формуле О стр о гр ад ек о го -Лаувкхля

c k f : x e t > = d < t  x a ^ e x p  i  s p pc t> J x  >  d-t-fc к  с о  > о
to

при всех t  J  t Q . Поэт iwy <J e i  X  С О О  при ■* . Оолучен- 
иое противоречие -оказывает теорему.

С л е д с т в и е .  С истем а ^ -  ^  ^ *  pc.tr) "ЭС (и  в о то ц у  

урааьвние ! с = р с » ) : i " ) не могут быть аеякптзпкеекя устой ч и в. 
У в я . 2 .  Докажите с л е д с т н г е .

Теорема А. п усть  Р О J a i r  >■ р .

Тогца си ст ем а  ( I )  н е у с т о й ч и в .

Упр .  3 . Д о к ата те  теорем у 4 .

feapet̂ a 3 . ,1усть след иатрицк P O ) , т .е . ииигоша

$12 . ПНЁШ’АЭОБпНШ! А.М.ЛйШША

Линейное пра о С разорение ^ t > 0 ,  пространств*
1НН в ЙчЛ нези веется преобразованием Ляпунов*, « Ш  как e lm  
матрице L t -О , так и матрица,составленная и* прайаодиых L*CH • 
<. также обратная матрица L~1Ct ) ограничены иа С® J 0 ® С.Матрице 
L i t )  при этом называется матрицей Ляпунова.

Упр. I . Показать, что если преобразование * f= L C t- Jx  вот* 
я-L-eобразование Ляпунова, то преобразование C tJX . есть
и к « е  преобразование Ляпунова. Или иначе: воли L e t )  аоть ма- 
-Т'.ица Ляпунова, то L 1t -0  есть также матрица Ляпунов*.

Jie:-ш . iiycTb система

3 "  h c t * Ч '  ' и
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подучена из системы

f c +  , о ) * с ,  « )

с  помощью н е к о то р о го  п р еобразован ия Л япунове. Т огда тривиальное 

решение с  си стем а  ( I )  усто й ч и в о (асим п тоти чески  у сто й ч и в о) 

т о г д а  и то л ьк о  тогд а»  ко гд а  усто й ч и во (аси м п тоти ч ески  у сто й ч и в о) 

три ви альн ое решение ^  систем ы  ( I ) .

У п р . 2 .  Докажите лемм у, и сп ользуя  определения у сто й ч и в ости  

и пр еобр азован и я Л япунова.

Я З .  ПРИВОДИШЬ О С Т Е Ш .  ТЕОРЕМА Н.Й.ЕРУГИНА

С о гл а сн о  А .и .Л я п ун о ву  си ст ем а  айда

р С - О о с  ,  ост =  О , , . . ,  Э см У , C D -

н азы вается  приводимой, есл и  с  помощь» н ек о то р о го  преобрвэоэани я 

Ляпунова -X -  L t t )  у  она приводится к си стем е

5 * * 3  ' ( г ,

с  постоянной матрицей А .
Н.Л.Еругиным д о к азан а  [ 3 ,  с . 1 6 4 }

Т ео р ем а . Линейная си стем а  ( I )  приводима тагда и только тог­
д а ,  к о гд а  н ек о то р ая  е ё  фундам ентальная матрица кошет быть пред­
с т а в л е н а  в виде

X C - t }  — L C 4 ^ e ^ s ( 3)

г д е  I— С+Л -  матрица Л япунова, а  А  -  постоян на? матрица.
Н еобходи м ость.  П усть си стем а  ( I )  приводима к некоторой с и с ­

тем е ( 2 ) .  Т огда  любая е ё  фундам ентальная матрица X  L~t) б уд ет  

выражаться ч ер ез  фундаментальную матрицу системы (2 )  по

формуле X 0 t ^ =  L C » € . A * C   ̂ г д е  С  -  любая неособая п о сто ян ­

ная м атр и ц а. Л олагая з д е с ь  <? =  EF, докажем н еоб ход и м о сть.

Д о с т а т о ч н о с т ь . П усть некоторая фундаментальная матриц* 
М пюмаеется в виде ( 3 ) .  Тогда запенен
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система ( I )  сводится к системе (2) .  Достаточность, а с ней к тво­
рена доказаны. ,

Упр. I . В системе ( I )  сделайте замену т х — Х О О в ” 
С л е д с т в и е .  Всякая си ст ем  ( I )  с  непрерывной перио­

дической матрицей приводима. ^
>  Согласно теореме Флоке X  где c p t t j -  непре­

рывно дифференцируемая неособая периодическая матрица. Это значит, 
что Ср Ct-) , Ср \ ±) , ф с -t) -  периодические непрерывные и потому ог­
раниченные матриц, а матрица Ср c t )  есть матрица Ляпунова. Поэто­
му согласно теореме й.П.Еругина рассматриваемая система приводима.

Упр. 2 . Покажите, что U} -периодическая систеыа ( D o  не­
прерывной матрицей POt) приводима л системе с постоянной матри­
цей с помощью преобразования Ляпунова с  U) -периодической мат­
рицей Ляпунова f p  Ct).

П р и м е ч а н и е .  B .C .Богданов в £ б , 7 ^  указал, что для 
любой системы ( I )  с непрерывной ограниченной матрицей POt) можно 
построить систему того же вида ( I ) ,  но с кусочно-постоянной мат­
рицей таким образок, что обе эти системы будут связаны между со­
бой преобразованием Ляпунова.

§14. Т20РЕ1Ш ОБ ЛТОЙЧИЮСТй ТРИВИАЛЬНОГО 
РШИШ ГШЩИЧЕСКИХ СХТЕЫ

Рассмотрим систему вида

c t —  Р а д о с  ■+ у  c t . x ) ,  * т = о , , . . .  (D

определенную при всех t ^ ( R  и o ceT i , где 7) есть некоторая 
область,содержащая начало координат. Будем считать, что непрерыв­
ная матрица P f - t )  и непрерывно дифференцируемая вектор-функция 
^  t+ х 1 и)-периодичны по ±  к, кроме того , существует равно­
мерней по + :

^  с )

Цх.ц-»о tl эс l| * ( 2)

31



В этих предположениях линейную систему 

Ос =  P e t )  X (3)

будем называть системой первого (яивейногс^ лрМликения для ск сте- 
m i C l ) .  Из описанных вкое предположения сл егает , что <'

и, значит, систека ( I )  имеет тривиальное решение 1 ■=ьс-’ .
Т ео р ем а . Если си стем а ( 3 )  асим птотически у ст о й ч и в а , то три ­

виальное решение з с = 0  си стем »  ( I )  так и е й ^ ям ято ти ч есм  ус'.ойчив^

>  С о гл а сн о  теорем е флоке фундаментальную матрицу К а )  

систем ы  ( 3 )  можно п р е д став и ть  в в ш е

X t t > = e p c t i € A *  U )

где с р а ) -  непрерывно дифференцируемая периодическая, кеоссб&н 
матрица, которая является и матрицей Ляпунова, а А -  постоянная 
матрица. Как следует из предадуцего параграфе, и. у л ьтиг.л и ката;.”' ^кс- 
таш  ( I )  связаны е корнями урааненвд еА* ‘ С А -  ^  ~ фщ пулами

1 А сс0 (Ь)

В системе ( 1 ) сделаем преобразование Ляпунова ■>: = Цу<±)^ч Тсгдз 
система ( I )  преобразуется и систему ,

Ч' у а , 3 ) ^  c p c t ) i f a ,  г/>е*»<р. (6)

о чУ-периодической по t  функцией YC+,  ̂ > . |,;и этом реетениё
сивтеьы ( I )  и решение tji.fr) = г  систьад С;) ^иба 

одновременно аоммототически устойчивы, либо кет. Поэтому я;,;: д >- 
каэапльст ва теорены д з е т е  точно показать, чт; уеиение t-jL ii '^ C  

ся ст е щ  ( 2)  асимптотически устойчиво.
Для доказательства асимптотической устойчивости реиени.н 

^С+ ) * 0  а т м е г "!, что все R c А *  < -О и существует рввномердай 
предел

tty ц~»0  II p i

Согласно теореме Ляпунова из {6 существует положительно определен­
ная квадратичная форма V t y }  • проиэьодная которой в силу системы 
j “  A  равна
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Ti V
—  л 3 =

производная этой квадратичной формы в силу системы (t '•

Пользуясь этим соотношением, аналогично тому, как это было сд ел ан о  

в * 7 , докенсеь, что в некоторой сферической окрестих;тк &  тачки 
 ̂ -  С , за исключением самой этой точки, при всех tfc  [R выполняет­

ся неравенство у  C t ,  ^  с  С .
.уСТь теперь задана некоторое £  >с- . Буден считать его на­

столько малым, чтобы шар лежал в £- .
хюложим ТП =— tn ^ v Y g ) к вдбереы Ь > с, настолько малым,

11311 = t
чтлбы при ^сех г.ьголнялось неравенство V ^ ) <  т/ Z •
Тогда для всех решений '■j *■*■'> 1 и всех t  ъ  £0 обяза­
тельно выполнится неравенство . А это >зн4.чает устой­
чивость решения y ( . e s C  -

ижажем теперь, что д.ш всех решений LJ U) , t
выполнено соотношение ti>>- !i и <-*) ц =  < и самой азле, если этоi 3
не тан, то при ;юех t  ?  t обязаны ныполняться неравенства 
£  ^ ^ o t> i*.A  это «чначает, что для т&кич решенийу

и, значит, -Ci/r?  j\ijLt)(( — ю  а реаенае асимптотически{--- « > *1
устойчиво.-s

Следующие упражнения позволяет лучше понять и усвоить доказа­
тельство теоремы. Ьсе символы в этих упражнениях о б о зн а ч а е т  то к е ,  

что они обозначает и в доказательстве те о р е т .  *
Упр. I .  Покажите. что пои всех t  £  (R и достаточно малых 

выполняется неравенство ’v' С t ,  ц  4 <~о.

(г :

VC'Lj - V 4^ (A \ ) *- i v  Cr i  v O j i t . ) ,  -  В ( ( ' t 0) - v - o a

при 't~* сл , что противоречит положительной определенности

33



Упр. 2 . Покажите, что если V ( y  ' %  , то
при всех -te . (В случав затруднения прочтите ещё раз доказа­
тельство таз ре ж. Ляпунове об устойчивости).

Упр. 3 . Покааите, что если Ц ^ Сt„) 
то при зсезг Ь Ъ  "t0 выполняется неравенство £  £ Ц у t-t> ц ^ с О р ,

(В случав затруднения прочтите еще раз доказательство теорехеы Ля­
пунова об есииттотической устойчивости).

§15. 1 ГРОЙУОЛЛА-Еь^ШНА

Лемма. П усть постоянна? О О  , а  функции Ч7 О Н  и U С+) 

непрерывны и неотрицательны на C i « , «  С и удовлетьоряют там не­
р а в е н с тв у  ^

VI & С ■*" i  V  С-c l  U C n  о { т .

Т огда  при в с е х  " t ^  +0 выполнено неравенство
<■

j  i f  £ r  J а£т
u ot>  ̂с. е*«

CI)

(2)

Из неравенства ( I )  получим неравенство

— *  ¥ < * > .
С  S  'fC v i  U  С-гг) сСт 

*е
Интегрируя это неравенство в пределах от ~tQ до Г  , получим не­
равенство:

(• &
■̂/7 [ С  ■+ J Ч3 От") И Ст) oLt — -£лл С — J yf(~l )  ctiJ

иэ ноторого следует неравенство ±
f  - У: С г) c h r  

С. -т J  У  Ст) Ы  С г)с1 т  -£ С- С < * °
£ о

Из полученного неравенства и неравенстве CI) следует неравенство 
С2) .

П р и м е ч а н и е .  Jictoa остается  ае; ной и при С. ~ о  , что 
ксчгча доказать, перекедя в неравенстве ( 2 )  к пределу при ■



§16 . аСТО.'.ЧИБОСТЬ ЛИНЕЙНЫХ сж теы  с почти 
ПОСТОЯННОЙ ?ШРйцЕ0

Рассмотрим систему
л Я

■X =  А  о с } Х £  !К t ( I )

с постоянной II  v  п  ~ матрицей. Йстеотаенно ожидать, что есл и  

система ( I )  устойчива, а непрерывная матрица В  0 *0  в некотором 
смысле «ала, то система

ij =  l  д  +  ь  ш ]  у  (2 )

то к Ye будет устойчива. Следующие две теоремы позволяют придать 
смь'сл словак "матрица В tf-) мала”.

 ̂ Те о i-e:/а I . Пусть сии тема ( I )  устойчива, в интеграл •

/ // S  C rJ /I d v  ё  oY  ограничен при всех . Тогда система

( 2) также устойчива. ^ ^
>  В системе С2) сделаем замену переменных ^  =: -Q.

Тогда получим систему
-  A i  Д -fc•2 = е  & с ± ) е 2 .

Интегрируя эту систему в пределах от £<, до t  , подучим интег­
ральное уравнение х

г -Ат Лг
Tkct) = s ) +■ J -в в cx> e 'i ex') J t .

Заменив здесь >  C t) no формуле ri C t ' i = €  ® затем,
умножив слеьа на €  А  t r> получи: соотналение 

A ti-t '1 с /Kt-т)
O c 'Jo i'T . (3 )

Используя соотношение (3 ) ,  прпиэведем п р и ^ ^  оценку 
норму К у Ш  || и получим неравенство

[^ ш И ^ Ц е  с  i | i i ^ u U ^ | e A **^||l|Bc«r)Hji|tt)jj«A«c. W
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А х  как с  ас т е га  ( I )  устс&тиа, то  в се  е ё  реввния г^раниченк 

яри  i f . С , л ,  з н а ч а т , о гр анетвна  фундаавнтаяьиая и а т^ .гз  €  

«■ Stem  ( I ) ,  т . е .  й е Л * И  £  to. яр* веe x t  5 О  . Поэтому из 

( 4 )  пояучш с н е ( м е и с т ю
■к

| у С * ) | (  &  к  | < | О Д |  *  S fe. t| &  C t )  U Ц3  < * )  tl c J -r .

Ив этого неравенства, ишо»>зуя леш у Граиуивда-Беллкаьь, получим 
неравенства t

t y t n K  *  к  Vу  е >  *= M * j а с , а  £  k - t

ограниченность решений tuearemi (2 ) .  йэ ограниченности 
реоеша са ст е ш  (2)  с л е д ш  ее устойчивость ( f  3  ) .

Творена 2 . Цусть састена О )  аеяитттптинв1 m  устойчива, а

Й Ш = С ;1Ьгда с ж т е ш  (2)  т а л »  асимптотически уи’гсАчива.

>Иа асиннтоягаесшЛ устоЯчиаагти сясгекы (I) слезет, что все 
корм X характеристического ур&аиеаля 1А -  X Е \ =• о имеют 
ШЩЭШМИВ действительные частя. iiycTfc -  at. — г™ '<л "*'* • 
Тогда существует постоянная > с , дал которое при t i c  верно 
неравенство

M « A t H ( r r f + s H  - j j t
£  \| *  $  €  -  е  > (5 )

Теперь т о « 1Э тая^е, как и П'и доказательстве тесреки J ,  по- 
яучш  доотноаенке (4 )»  из которого, лгпояьзур оценку ( 5 ) ,  при " t#  О 
подучяы неравенство

J liE> J x .
h,

Эго неравенство равносильно неравенству

е*|ус±>й^^^ 5 « с̂^й^\ е * jigtioiJ tfc,
U W  ^  “ <■*>

Ю которого, используя лемму Гронуиляа-Евялхяы, получи», нера­
венство
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£  S H B tr )U d .T

€  5  и у ( . « ц * с  e

•i

равносильное неравенству ^

- ^ i  + a i H 6 fc>t|olT
И s e e  *  * ,  .  (б )

По правилу Лопиталя

,  p i  Ч & С т Ж ^ т  f i t l B c « ( {
U m  —Ь ---------------------  1 ( т  С— _ —  =
■t~>oo "Ь £-*■«■ *

Поэтому при достаточно Содьоих " t

£  i tl 6 Ст) Ц d r  , t  ,
— Ь _ _ —  s  ^  , a  ^ \ Це,СтМ1«Ат ^

-b s  +c

Тогда из неравенства (6) для достаточно больших ~t будет следа- 
вя т ь  н ер авен ст во  ^

Ц у с - t M l ^ c e  *  s

доказывающее, что все реыекия систему ( 2 )  стремятся к нулп. Из 
стремления к кулю решений системы (2 )  следует её устойчивость.-^ 

П р и м е ч а н и е .  Утверждения теорем I и 2 оказываются 
неверны м , если матрицу А  считать переменной. Чтобы эти утвер­
ждений остались верными, словам "матрица ftO t)  мала" нужно при­
дать другой смигл.

Упр. 1 . Кгпольэуя теорему 1 , докажите ограниченность на 
С® v L решений системы

^  ~  У > У “  С t V i  ~  ̂ и УРввнения 5с  =  .

Упр. 2 .  Используя теорему 2 ,  докажите, что система

^  « ( А п I  А п- ,  t ” ~1+  ■ - ■ + A, t -+ А 0 )  ОС

37



с постоянными матрицами А п , . . .  , А 0 устойчива, если все корни 
уравнена. ] A —  A fr| ~  ииеют отрицательнее действительные 
части. п ■ ■

Указание. Сделайте замену переменных i  d .?  = с^ Г.

517. ОТОБРАЖЕШШ ЗА ]£РЭДн V. ХТОЙЧШХЛЪ
п^кк^кч^сш : KiaaffiE

Рассмотрим систему

C t -=  X  t  € /R. > ОС€ d l  . Q )

f+/i
Буде:/. считать, что для каидой точки С ^ существует
и единственное решение ^  ( t ;  t-„ i о с) этой с/ стеи ;, Пугтъ JC 'tVl^ }  
есть интервал определения этого ревения, которое будем считать 
лродолженйкм. Предположи*. также, «то функций X  сО -периодична 
по "t . Для всех тех зс , для которых 7 С±а рс') z> L ib 1, ±„+«+/3 
on уделен о отображение

п  •„ X  ^  I f  C t0* to •> t e ; ■эс.'),
*-©

которое называется отображение:.' Пуанкаре или отображением за пе­
риод систекы C I).

Теорема I .  геиекие f  C t *v ^Oc. }  системы Cl) будет ^ - п е ­
риодическим тогда и только тогда,'когда ос. есть неподвижная точ­
ка отображения Пуанкаре П ^ . (1.411: этом считается произволь­
ный, но фиксированным)*

Упр. I . £окаяоте эту теореку. Доказательство ижио найтй в . 
[ 6 , 9 ] .

В дальнейшем значок t 0 у стоСраяенад 111 булеа для кр ат-- 
кости опускать.

Неподвижная 'X е ото‘.‘?.;;чйк;<г П нг^й азтея устойчивой,
если для любого' t  > 0  cysisutiiyot £>0  , пт:: :;o7 vt oi.-. неравенство 
|(Х — плече? за s&eoii вг/сэсьекжг ;щ.р.виь^твв
КПМХ -  Г Г ^  li <  & 3“йх <:а?;.гоалышх,т  .

Н е!тэи *»ая  точка x L' о':оо'.,&я\.ния П н&зуьчсгссп ас;;:..г.тс>- 
ткчеекк ус (СгКчгяз*, оа.п:'. они уг/.-сЯчива П г’"' '«■ -  Г\т Х ^ — о 
г: pi: i l W v i .



Уг>р. 2 . До :'а'чхге, что если есть непэдвияная точке поворо­
та П плоскости, 'i'O асс устойчива.

Упр. 3 . :;угт^ х '  есть неподвижная точка пре ибразодаи:;я пс- 
ибия П с ■' ^с-'енток подсби.1: fe . Докажете, что при te<1 
точка асикптэ'гичегки устойчива, а при !е>1 -  неустойчива.

Т ео т ек а  2 .  ! .е ;,1И<д^ческое решение Ч  1 с  периодом «D
устай чи зо (асим птотически у стой чи во) т а г  да и только т о г д а , когда 

устой чи ва (асйуптотг.-чески у сто й ч и ва) неподвижная тачка ' x v  отоб­
ражения Луанкарь П +. с и е т е ж  ( I ) .V С

Упр. 4 . теореуу 2 .

§18. у1̂ б ;э ж  катсматк'еско п ; «актника.
РЕЗОНАНС

La тем вти чесл .аг.тн и ком  назь.'закт систему, состоящую из ма­
териальной точки ;.:ассч Уп , подвезенной на тонкой нити длилъ. -С 
'таким образе:.:, что материальная точна кояет совершать иалье коле­
бания около нижей течки равновесия.

Упр. I . ьолучкге уравнение 6с ^ - ^ о с = о  свободных малых
колебаний математического маятника 
и найдите его решения.
Указания. Для малых j c  считать 

S x n o c  — c t .

Упр. Z- Докажите, что период улгш  колебаний нате магического 
ыаятнике не зависит от амплитуды Cl— ? п а х . X C t )  колебаний.

Упр. 3 . Получше уравнение вынужденных колебаний математи­
ческого мартнита nr-и .условии, что на него действует внеаняя сила, 
:»авися<цая толь:-о от времени,

Упо. 4 . И акж хъе, что если на материальную точку действует 
; есколько сил, то аффект их суммарного действия кокет быть полу- 
•ĵ h в результате алаг&шя аффектов действий каждой силу в отдель­
ности {принцип с уд с; -гпзиции) .

Упр. 5 . Найдите решение уравнения вынужденных колебаний 
.■■четника ^ . +  !л ,'' . Х =  F  Si. n o j  t :

ЯрК - t, , б) u.'- — COa

- ;к;йлед-'-вя?л г этих геиеняй г»™ t  -*<='» . Истолкуйте по-
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лученные результата физически.
Упр. б . Efciведите уравнения вынужденных дешых колебаний м аят­

ника, помещенного в вязкую среду.
Ответ: оо ■+ с А  €'эс =  ^ Ой } г д е £ - - | - .
Пусть маятник помеарн б  вязкую среду и пусть на него дейст­

вует вынуждающая сила F — Н? ю с-Ь частоты . Б этом слу­
чае уравнение колебаний принимает вна

З с  ■+ 0.-3C •+• - б т с  ■** -fo ^ i-n  " t ,  ( I )

где %  , {о  =  ^  . при этой коэффициент Cl характеризует ве­
личину силы сопротивления среды. Общее решение уравнения ( I )  имеет 
ВИД

o^-t, . ,
Ос -  е  e ^ v u c t  -«-С* s i n u .1 г  J  -+• ^  t - B ,  ( 2)

где llO есть корни алгебраического уравнения
Л > л Л .  + €  =  0 ,

.  - 1 ,  c  e  > S i n  u? Л  -  g  in * > -  ^ *
A Oc, C-t) -- ----------- -j 4 * \3J

(Докажите соотношение ( 2 ) ) .
В формуле (2) Сл и С3 есть произвольные постоянные, завися­

щие от начального угла Эс0 и начальной угловой скорости dcc (По­
чему?). Само частное решение X t H  , как показывает формула (3 ) ,о т  
начальных значений ос̂ , K i ,  не зависит. ,иля «габого решения э е с о  
уравнения (X) выполнено, как следует из I2 ) ,  условие

Г С * , c t ) - 5 с  +  ( о ё  c t > -  5 . « ) ) 2 ] = а С .

Другими словами, все решения уравнения ( I )  приближаягая к некото­
рому фиксированному периодическому решению S e t )  .

Таким образом, маятник, помещенный в вязкую среду, по про­
шествии достаточно длительного времени совершает периодические 
колебания с  частотой,равной частоте внешней вкнужд&кцей силы , а 
том случае, когда внешняя сила отсутствует, т .е .  f  о ~ С  , по про­
шествии достаточно длительного времени маятник приходит в состоя­
ние покоя. (Как это доказать?).

Если сопротивление среды отсутствует {& — с  ) и внеачгя аы - 
нуядаюаэя сило отсутствует С / „ « о » .  то уравнение ( I )  прини­
мает вид

40



Его решения имеют вид

ОТ ~  С, СО 1 и )  t - f  iis? cO ~ t — + <?/ S i.^  С ^ ^ Ч >УЛ

где u>«)/$£ , <f = д л*  *д ~  .
Это значит, что в усматриваемо!.- случае маятник совершает 

периодические колебания- ;’.-пли туда этих колебаний у^С^ г  
зависит от начальных данньх эг0 , сс^ . Частота же L O -V ^ fe  от 
печальных данных не зависит. Она зависит только от параметров с а ­
мой физической системы ^  и £  и называется собственной часто­
той рассматриваемой сис'геьы См пятника) или частотой собственных 
колебаний.

Упр. 7 - Как изменится собственная частота, если увеличить 
длину маятника?

Упр. Ь . Зависит ли собственная частота маятника от широты 
местности, tm которой расположен этот маятник?

Упр. S . ложно ли использовать на^тник для определения зале­
жей полеэгдах ископаемых9

В том случае, когда сопротивление среди отсутствует или мало 
( (Л ~ 0  или (1 ~  О ) ,  а частота tO p вынуждающей силы близка к 
собственной частоте и } -У'ъ/ f  *—У£~, амплитуда установившихся ко­
лебаний партиика, описывай .ш  функцией эс C t ) ,  будет очень боль­
шой. Так кь.:- в формуле (3) знаменатель в рассматриваемой случае 
оказывается близким к нул£. Это явление получило название резонан 
с а .

$ 1 3 . ЛР’ШЕР №й. ШОЙ С.СТиЛ, С № i h
устойч^зьли

Б качестве такого примера мо«но рассмотреть систему, сосго я- 
Чуи из бусинки на врацаюце^ся ободе (рис. I ) .
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Угловая скорость вращения обода равна <0 , а;асса бусинки -  Уг\ , 
радиус обода -  R. ,  сила сопротивления движению бусинки пропорцио­
нальна скорости её движения. Положение бусинки на ободе будем Опи­
сывать углом ОС . Так как бусинка дайкется только вдоль обода, то 
для составления уравнения её движения по ободу достаточно рассмот­
реть лиаь проекции действующих на бусинку сил на касательную к обо­
ду. Записывая уравнение Ньютона для бусинки, получим

tv\ С ft-3e}= с е г з с  — уп<̂ S i n o c — .

Это уравнение равносильно системе

Упр. Найдите асе стационарные-решения этой системы и исследуйте 
их на устойчивость.

Рассматриваемая система при малых угловых скоростях враидания 
^  V 9 / ft 1 имеет только одно устойчивое положение равновесия 

о с — О • Все другие решения системы ( I )  стремятся к этому нулевому 
решению. При малых скоростях система мало чем отличается от маят­
ника. Up и больших « 3  , однако, у системы имеются два асимптоти­
чески устойчивых положения равновесия зс^а.= ± о л с о д  Ч /чу* R .

♦ Небольшие отклонения возмущения бусинки (Д ос{< а/ ы ?< 1©£ З/и^Е. • 
от любого из этих положений не вы вдят из области притяжения того 
положения равновесия, в котором первоначально находилась бусинка. 
Если, однако, бусинка первоначально находилась в состоянии разно­
вес ля эс1 —- а л . с е х >-1 5а её отклонили на угол больший чем

(<U>SDC- ( I )

где
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CZlcac:^ /  txf~R. так, что она попела в область притя'.кения , 
то, будучи предоставлена сама себ е, она уте не вернется и первона­
чальное положение эсд , а окажется в положении эс^ . другими сло­
вами, эта система уже обладает памятью: она запоминает достаточно 
сильные возмущение.

§20. УРАВНЕНИИ КАЧЕЛЕЙ. IIAPA‘̂ ЕТРИЧЗСККЙ РЕЗОНАШ

В этом параграфе рассмотрим уравнение 

ОС +  р c t )  "эс =  О (I)

с ^  -периодической непрерывной функцией pcfc) . Это уравнение 
называется уравнение качелей.

Качели представляют собой физический маятник, а изучение фи­
зического маятника "окно заменить изучением колебаний математи­
ческого маятника с длиной -С равной приведенной длине физичес­
кого маятника. Раскачиваясь на качелях, ш  изменяем центр тяжес­
ти физического маятника и, значит, его приведе"ную длину. Откуда 
и получается уравнение ( I ) .

Уравнение ( I )  стандартной заменой сводится к системе

о с  = у ,  J . * -  р а д х , (2)

Пусть

•ЭЦО), ^ а )  =  о с ,Ct), ^ 1 Со) = 1  , ^ , 0 0 - 0  ;

Э С *Щ , — ^ C f c ) ,  > у» С о)=1

есть два решения сяетеьа! (2) ,  образующие фундаментальную матрицу

X G t ) -
'O l jC t )  ОС,. CtH ' ■ацс-О OC^Ct} '

^  c t )  У* « о  ] / *Ц С *) ^  с о .
Упр. I . Найдите c je . " t X C t ) .
Лемма-. Система ( 2) (значит, и ураанение ( I ) )  не может быть 

асимптотически устойчивым.
Следует из того, что след матрицы системы (2 ) равен нулю. 
Упр. 2 . Составьте уравнение для определения мультипликаторов 

t игтеми (2) .
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I
I

Теорема I . С истем а ( 2 )  (зн ач и т, к уравнение ( 1 ) )  у стой чи ва, 
е сл и  S p  у  (и .1)  С  Z j  и н еу сто й ч и ва, если  S  р  X  .

t * . Как с л е д у е т  из 5 1 ? , си ст ем а  ( 2 )  устой чи ва то гд а  л  то лько  т о ­
г д а , к огда  устой чи во соответствую щ ее отображение з а  период. В на­
шем сл у ч а е  отображение з а  период зад аем ся  матрицей у  (ус. ) . Соб­
ствен н ы е чи сла этой  патрицы (мулътигш г.:аторы ) ( как с л е д у е т  из 

у п р . I ,н а х о д я т с я  и з уравнения

*  ( »

гд е  S  ^  X  C lC )̂ (О пределитель IX  €  — О .

П усть S\<LZ . Тогда

Г , _  S . ± y t ^  . s  ^
^  Г  х  L *  5 ■

а | ^  з_|-1 * Поэтому отображение эа ч при од есть поьоиот и, зна­
чит, оно устойчиво. Откуда следует устойчивость систему ( 2 ) .

Если S  > 2  , тэ мультипликатор

/

Поэтому отображение за  период неустойчиво и, значит, неустойчива 
система ( 2) .

Упр. 3 . Покажите, что если катри::;> А  имеет собственное чис­
ло большее единицу, то со о тветству ш ео  --той матрице преобразование 
(отображение) неустойчиво.

У л с . 4 .  Для уравнения

ОС Ы.2 1с  =  о  (4)

вычислить катрицу X  и мультиг /г ?гторы. Найдите жэлкжий с< ,
при которых X  (2  3 0 ^ 2 . , ,  лри каки* 'У. р ассм атр га  -« -^ е  уравн е­

ние усто й чи во?
Теорема 2 . Уравнение

Ос + ( Н  t  C tC .t )  ) X  =  о  (5 )

с непрерывной ZSZ -пери о дичее кой ф \ ;■ яей Cl C t) усюичивэ ’ ри 

достаточно калых "£• , если >}Л  , ft £ /А'
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Пусть У  £ .) есть матрица монодромии уравнения ( 5 ) .
Тогда X  (.2ТГ, ,  о )  есть матрица монодромии уравнения ( 4 ) .  Из не 
прерывной зависимости решений уравнения (5 ) от параметра £  сл е­
дует, что X  C-2JT, <*, t )  зависит непрерывно от *  . Так как при 

согласно упр. 4 S p  X O jt,  о*, £ > < £  а то при достаточно 
малых •£, выполнено неравенство S>p X  C ^ sr .o tj £ ) < . £ ,  Это значит, 
что при малых £  уравнение (5 ) устойчиво.

В том случае, когда <х ~  %  при малых К . , наблюдается не­
устойчивость. Это явление получило название параметрического ре­
зонанса [ 9 ,  е .2 1 2 ] . Люнно благодаря параметрическому резонансу 
ш  имеем возможность раскачиваться на качелях без внешнего воз­
действия.

§21. ДШЕРЕНЦЩЬШЕ СЖТЭШ С РАСЩАЩМЙСЯ 
ОТОБРАЖЕНИЯМИ ЗА ПЕРИОД

й кокая размерность системы дифференциальных уравнений часто 
является большим препятствием при изучении этой системы. В том 
случае, когда система распадается на отдельные независимые под­
системы, ее исследование значительно облегчается. Аналогичным об­
разом изучение 2  ti)-пери одической по t  системы размерности 
t n +  h, ввда

*«=  = х ,  </), (n

. э с е ^ с  t e R ,

с однозначно определявшими своими начальными данными решениями 
Y C t ;  t 0 j ac0vtjc) значительно облегчается, 

если ее отображение за период

( о с \ ^ (  ч  _ и : ’ у Л
ч у  )  W  I*3; ~«J, "ЭС, у )/

распадается на два независимых отображения

о с  (о з.; _ и э , о с .)  « ^  * -  Y i  у ) ,

являющихся отображениями за период независимых систем вида
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( 2 )

у -  у )  (3)

размерностей *11 и 1Я - соответственно, т .е .  если

^Сю;-«э, х ,  у ) «  Ч\
В связи со сказанным возникают вопросы: Существуют ли вообще 

нераспадавшиеся системы с распадающимися отображениями за период? 
Можно ли построить достаточно большие множества таких систем? Мож­
но ли построить эффективный алгоритм их распознавания? Частично ка 
эти вопроса дает ответ настоящая работа.

Р дальнейшем нам понадобятся некоторые сведения об отражающей 
функции, доказательства которых содержатся в [ в ] .

Пусть решения системы

£ * =  2  C t * * } ,  '2 £ 'Ъ 0 С [R ? {4 J

однозначно определяются своими начальными данными, а 2: C -tl есть 
произвольное решение, определенное при t = 0  и “2  (р ) “  2 0 Через 
] “ ot.C2c )> <Я С г*)[ обозначим максимальный по длине симметричный 
промежуток, на котором определено это %С +), а через область

' i o e ' ^ - U b o t t t ^ .  * С 2„ Н  } .

Отражающей функцией { ОФ) системы (4 ) называется дифференци­
руемая функция для которой F  C t ,  2<_t} % С— £ ) ,  
т .е .  такая функция, которая по будущему состоянию “i c - t i  системы 
позволяет найти ее прошлое состояние 2  С - * )  и наоборот.

Если |а C " t есть общее решение системы ( 4 ) ,  запи­
санное s форме Коши, то F С ^ г у з  W ; t > '2. }  .  Это значит, 
что каждая система -ида (4 ) имеет с б о ю  ОФ. Сказывается, что разные 
системы могут ш.<еть одну и ту же ОФ, Две системы одинаковой раз­
мерности называются эквивалентными, если их ОФ совпадают в пере­

сечении областей существования этих функций. К&вдь.'й класс экви­
валентности характеризуется общей для систем этого класса ОФ, на­
зываемой 05- класса. Если F t t ; есть ОФ класса, то все системы 
этого к только они могут быть записан» в виде



"С V h  F ) — -v ——
t t  ъ*г

С- t ,  F )  R U 4 ? )  :'15>

где R C t.i)  есть произвольная вектор-функция, для которой решения 
системы (5 ) однозначно определяются своими начальными данными.

Дважды непрерывно дифференцируемая функция F C t ,c )  является 
ОФ хотя бы для одной системы вида (4 ) (к > значит, для целого класса 
систем ( 5 ) )  тогда к только тогда, когда

Этому условии наверняка удовлетворяют функции, onределкагав неяв­
ным образом из уравнения

где Ц -  произвольная функция, для которой выполнены условия 
теоремы о существовании неявней функции.

Если система (4) Z iO  -периодична по к  , a есть ее
ОФ, та F C - tO ,i )  =  U <̂>3 2г) есть отображение эа период
для этой системы ( 4 ) .  Поэтому, если 05 системы (4 ) как вектор- 
функция распадается на независимые функции, то и отображение за 
период для системы (4 ) распадается.

Если некоторая система (4 ) эквивалентна какчй-то стационарной 
системе, то эта стационарная система имеет лгид 51s1 'Х С о , S t).

Дифференцируемая функция F  C-fc/i) является ОФ для система (4 ) 
тогда и только тогда, когда она удовлетворяет так называемому ос­
новному соотношения для ОФ;

Отсюда следует, что дифференцируемая функция F  СгЦ'гО являет­
ся ОФ для системы (4) тогда и только тогда, когда уравнение

р  (_± Tt} задает интегральное многообразие [  10^ системы бо­
лее высокой размерности 2. h ;

Ц C - t ,  F )  =  U C t , * } ,  F ( o , 2 ) s ^ )

"£_E +  ^  F )  ~ 0  F  ( o , * ) » * .
'Ъ fc "b %
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__
содержащее плоскость Ь~ О  , '2- — ^  пространства (R. Поэтому 
продолжимое на С" ^  решение ' i C t i  системы С4) будет 2  и )  -п е­
риодическим тогда и только тогда, когда точка C ^ j  (« й З  
лежит на указанной интегральном многообразии.

Геометрическая интерпретация 0$  как функции, задающей интег­
ральное многообразие вместе с  понятиями точек входа и выхода 

[ I I ,  с.53^\ повволяютсформулировать достаточные условия наличия пе­
риодических решений у возмущенных систем вида 2 = $ ?  C t , i )  + 4 C i ,2 ^  
если ОФ но возмущенной св ст е ю  (4 )  известна.

Цеинтегрируеше в квадратурах сж т е и г  могут иметь даже эле­
ментарное ОФ. В частности, OS всякой систем* вида (4 ) с  нечетной 
по t  правой части» задается формулой FCfc, s  "3: .  Поэтому 
каждое продолюмое на С" решение 2 <£> -периодической по"£
системы (4 )  будет 2 а )  -периодадоским и четным. ‘‘Этот факт о т е ­
чен в ( j 2 *  с  . 3 7 } .

Воввратнмся теперь к вопросу о с  умствовании переедавшейся 
системы с  распадащимвя отображением за  период. Дня построения 
такой системы возьмем произвольную непрерывно дифференцируечую 
вектор-функцию )  со значениями в и две дважды
непрерывно дифференцируем» функции F , С-ЦХ.) и со  зна­
чениями в IR.™ и f t ”  , .  соответственно удовлетворяющие условиям

F , С - * л Н, С *:,эсУ ) =  'Э с > F *  С- i ,  Fa C * 4y l ) » i f .

Построим систему ( 5 ) ,  считая F  =  ( . £ , ) •  Эта система и будет 
нужной нам системой, если только первые Ттг компонент вектор- 
функции R. зависят от ^  , а последние - от ос , При этом, од­
нако, следует позаботиться и о том, чтобы построенная система (5 ) 
была периодической.

Бели для определенности считать
2 & i n i ~ - 2 i  2i - z % i n t

F ^ ' a c e  > F« . =  t f e

a o i С*Л и {%Ot) непрерывными нечетными 2 £ ) -периодическими 
функциями, то система (5 )  примет вид
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£ * =  О -  ос -t- ©«L-tOOc-2 ^ ,

—  ( c o i - t - i )  у +  .

Эта не распадающаяся, интегрируемая подстановкой . система
с линейными распадавшимся неустойчивым отображением за  период

I -   ̂ 23  ̂ ~2 ЭГхV С-* — о*-€ , з .
Приведем теперь пример неинтегрируемой в квадратурах системы 

с распадающейся ОФ и, значит, с распадающимся отображением аа пе­
риод. Для этого рассмотрим систему

dcl= c c a +  ;  $ Л=  ■ у * '* -8 * ^ 1 + А 1 у 1 ;

d ^ =  S ^ + A ^ - ,  А *  <б)

где S1 , S *  , А , , А а есть функции величин -fc и оц у х -  огх ^  
нечетные относительно t  . OS этой системы распадается линейна 
и ее матрица имеет аид d ic u j С F_, P i ,  где F  есть отражающая 
матрица ск стеш

ос^ =  о 5 ТСг =  р С + )О С п> (7 )

Для доказательства высказанного утверждения нужно записать основ­
ные соотношения для отражающих матриц систем (6) и (7 )  и убедиться 
в том, что »э основного соотношения для системы (7 ) следует основ­
ное соотношение для системы (б ) ,  если в это соотношение (7 )  под­
ставить матрицу c U cu j C .F, F ) ,  При атом удобно воспользоваться 
тем, что функция V $ ** :^С «|^Ш -,а1гооу (с+) яаляетоя решением урав­
нения
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с нечетной правой частью. Поэтому' V  есть четная функция пере= 
менной -Ь и потому, если СЕ,, F » , ч \ , tPa. i T зсть 0$ системы (б)

40 t
Fi Т а ,-  F* <Р, * = 5  -эц ^  .

В той случае, когда , Д , , Д г  зависят только от t  , сие
тема (6) является лкнейной, а необходимость в рассмотрении функ- 
ции О тпадает-

Приведенные примеры показывают, что систем! с распадающимися 
ОФ существу»? и образуют достаточно большое, чтобы заинтересовав 
исследователя! множество.

Доказанная нике теорема дает легко проверяемое необходимое 
условие того, что денная нам система имеет распадающуюся ОФ к  по­
зволяет разбить рассматриваемую систему на соответствующие под­
си стем !.

Теорема I .  Пусть система (X) имеет такую же 0Ф,как и рас­
павшаяся система (2 > - (3 ) .  Тогда ^ 3 *  £, 
не зависит от ^ , а ^  to ,'*-, =  Со, у ) не зависит от ас , 

Доказательство. Согласно 1 8 , с .2 4 ] ,  и это легко получить из 
(Б ) , существует вектор-функция CV.-зс., -у }  ,  для которой

/ \ (  \  Т> СРч,*к1 ■ ■
) =  V+ ------:------  t - t . F }  R , C f c * . , 4 ) - « f . t F lV^c+,W  J 3 "Л

Полагая в этом тождестве £ = о  и учитывая, что F, Ср j s . ос ^
Fi у , получим утвервдение теоремы о  .

Теорема 2 .  Пусть существует стационаров преобразование 
Ц — Ц. С*-, у  ) ,  V — V С х,у  ) ,  преобразующее систему

й — А  О  , "W, V' )  , v  ■= В С'Ъ» u ,  v )

в систему ( I ) ,  ОФ г второй совпадает с Ой некоторой си стем  (2) -
( 3 ) .  Тогда это же преобразование преобразует систему

U =  А  t ° >  u ,  v  )  , !?« . В С о л ^ | / )  

в распадающуюся систему

*  -  ( ( о



Доказательство. В тождестве

т> C u ,v ) / ^>аь>1 г д с * , ж . у Л

г  С * . 3 )  ’ Ц  “ =

лслошить " t=  О v. воспользоваться теоремой I .  *4
Теорема 3 . Пусть A  Ct) , S C_-t) , С C t ) ,  -  непрерывные
-периодические матрицы размерностей т п * т ^  w » n ,  п х т ,  

г\хП  соответственно. B C o J = 0 5 С  6 0  =  О и сущессеувт,
натуральное К и, возможно,разрывные, нечетные скалярные функ­
ции U L f t )  5 ^  t - t )  , o t )   ̂ для которых

&З Е  А Ь -  b S - S Z  Г ^ ^ С - ^ в + ^ в ' С С - в Я .

£Г *  L l (8 )ас.- с  A -+-SI Cri tca^e-* с СвсУ],
> • * * 

а функции oii. С в с )  ? f  i  t c  6}  } C S C .)  ̂
доопределяйтея до непрерывных. Тогда патрица монодромии системы

4  __ f  A w  в С О \  ( )
t  с t-н a c t ) J  2 {9)

совпадает с матрицей монодромии распадающейся системы

d c =  A c t ) о с  3 t j *  S f c o e i f .  ( 1 0 )

Доказательство. Пусть 2-Ot-} есть фундаментальная матрица 
сястеш  ( 9 ) ,  для которой ^ С о ) -  Е  ,  Отражающая функция систе­
ма (9 ) линейна и ее матрица (отражающая матрица) имеет вид

Fu C-tl — /2 r C - - t )  Г8 , с .З О ]. Так как

' i  C-t-^2. ^  =  %С&) '%(?■<*>') ,  то при * t ——<0 получше 
-1

*2 ( £ “- ')  =  ^  ' 1  С- w  > Поэтому теорем  будет доказана,

если мы докажем, что отражающие матрицы систем (9 ) и (10 ) совпа­
д а е т .

Пусть РС-t) и ‘p e t )  есть отражающие матрицы систем ( 1 0 ) .  Для
них^ 8, с.30~1 верны основные соотношения
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+ F А ОД** А  С--1) F=° > FO)~E^; 
а к  СИ)

+  ^ C - - t ) o p = 0 ,  а р с о ^  Е л .

Докажем, что матрица
_ /  Р С -Ь ) О  \

(  о феи J
#оть отражающая матрица си стеш  ( 9 ) .  Дли этого достаточно пока­
рать, что G Иг) удовлетворяет основному соотношению, которое в 
дашем случае будет выполнено тогда и только тогда, когда выполне­
ны соотношения ( I I )  и тождестве

Fct)8tt>-t BC't)cp-s.o, ерш с ем + с c-t)F c+>so. d?*)
Соотношения ( I I ) ,  как уже отмечено, выполняются. Чтобы доказать 
справедливость тождеств (12) ,  положим

T S = &f c y f c > ,  C ~ O f r - t y ,  U ^  F 6 - f f e ' p > V -  cpcL +  a F ,

Тогда F  C B C } L=  UC. С вО *" -  в  V  С в с :> 1~ +  C a c )  F  С е с )1~!

Т .о . 1F СЕС^* LC^V)-^ С S' Cl F CBcV*

где L С н у )е с т ь  линейная функция от и и V . Применяя эту 
формулу i  раз, получим формулу

F  C b O l' =  L  U « , v > -»• С 8 с ) С F  .  (13)

Точно такж е докажем, что

Ф  С ^ в У " =  L C 'U .U ^ 'V  С t  B ^ q p .

Тогда, используя (8) ,  получим

Ц  =  L у G u ,V  )  I/ "= С У л1 / 1

(14)

(15)
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T .o . U и I/ являются реиеьием с ж т в ш  (1 5 4 с  начальными усло­
виями Ц Со 5 = 0  у  о > )— О .  Поэтому в еишу теореиы существо­
вания и единственности решения задачи Ковш для систьш  '1 5 )
Ц Ct) =  О 1/  c t )  «  О . Тождества (12)»  а с нл и и теореме 

доказаны. -4
Примером с но т е ш , удовлетворяющей уславяш  теоремы, является 

система ( 9 ) ,  у которой
О 1 \

A C t t - a o t ) * !  р с и  0 J ,

где и jpCtrJ -  нечетные скалярные непрерывные функции.
Здесь К = о  .

Более сложный пример доставляет система ( 9 ) ,  у которой

c . = j s 1,  i ' f S a = A S J.

где и ^ -  нечетные скалярные непрерывные функции, S = £ c*)_  
произвольная неособая дифференцируемая иаярядо. А (Й  -  произволь­
ная матрица. Изучение отображения за  период такой системы (9 ) сво ­
дится к изучении отображения за  период с и с ж ш  'х. =  A  C-tj ^  .

Теорема 4 . Пусть I )  системы (2 ) и (3 )  «влястся простыми си с­
темами С IЗ ]; 2) производная в силу системы

■ jc -  C t 5x )  (/Ч-ЛЛ
(16) 

у  =  0 +  ЛА C-t-,VO)

от функции V — V-Ct.'atj vj )  имеет вид

A t t A

где A&=} V) -  нечетная no -fc функция; 3 ) функции M. и
J \ fC b t V )  -  н е ч е т )  no -fc .  Тогда ОФ системы (1 6 ) ,  а значит и 
ее  отображение за  период, совпадают соответственно с  0# и с 
отображениям за дериод системы ( Я ) - ( З ) .

>  Из второго условия wopeww следует, что для любого реиенкЛ 
O cC fl ^  t t )  систвш  (16 ) верно тождества

V C - i ^ c~ ty} у  V  с ь ,  о с ш #^ С 4 )Х
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Поэтому для OS системы (16 ) верно тождество

V O t ,  Г . С - Ц - х , ^  V C ^ a . v j ) ,

Это тоадество верно при любых нечетных n o t  М  и Л/ • В частное~ 
ти, оно верно и при о  , и = С  . А это значит,что для ОФ 
С R, (+ ,х) , Fa  Ct, }  распавшейся системы ( 2 ) - ( 3 )  верно аналогичное 
тождество

V  С - F , < * ,*0 ,  ”  V  а ,  ос, у )  .  <17)

Тея как системы (2 )  и (Э) простые, то для них верны соотношения

tic польз у я эти тождества и тождества (17 ) подстановкой в основное 
соотношение для ОФ системы (1 6 )? убедимся в том, что функция

, F * удовлетворяет основному соотношению. Поэтому
согласно £ в ,  c . I l ]  она является ОФ системы (1 6 ) .  Откуда и следует 
утверждение теоремы.

Следствие. Пусть I )  функции J J  C+,V) 5 fl/Qt,v j нечетны n o 't  ;  
К) производная

Ж * f ^  + Ц  з С 1 +/ °  * А

также нечетна по "t . Тогда ОФ и отображение за  период системы

Ъ .-$.£*-) С1-*Я1 <^>*>)/ ^ С%) 0 +  Ж C-t,V} )

совпадает, соответственно, с ОФ и отображением за период распав­
шейся систем*

• *= ?с= о ,.-г. v
l> Это следует из того, что всякая стационарная система являет­

ся простой СХ31. <
• Рассмотрим теперь систему (4 ) размерности fc = )г )+ Л , Пусть 
чувство, приходящее к исследователя, возможно, из^вне математи­
ческих (а. например, физических) соображений, подсказывает, что 
отображение за  период для системы ( I )  распадается на отображения 
за  период некоторых систем вида (2) и ( 3 ) ,  которые исследователю
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зарензе не известны. Тогда естественно записать систему (4 ) в 
вице ( I ) .  Проверка условий теоремы I позволит нам либо убедитьо 
в несостоятельности наших ожиданий, либо укрепиться в кашей вере. 
Если ОФ си стем  ( I )  действительно распадается на и cp ct.y j ,
то, в силу основного соотношения для 05, должны выполниться тожде­
ства,'

(18)

Продифференцируем первое иэ этих тождеств по ^ , а  второе по X  
и получим тож дества:

З А  ■> ^  f r t , n « r v ^  » о ,
3 ’ s " ’ S  (19,

'Н52 с . - ь .^ ч  ) -+ С- t .  F  с р )^ -Е  за о  
■еу т * .  . ® * ' Т ' и ж .  *

иэ которых следуют тождества;

£20) ‘
г х  J ' tjh ' Э '  ' е у  Т )х  ■'•в-х. *

c t -х (_--t f  «p\2 f  л-^ p  cp-T?iE
T) ^ 'Ctx. J  3 “S'*. ^ l<j *

Тождества (1 3 ) - {2 0 )  в определенных случаях позволяют уста­
новить распадается ОФ системы ( I )  или нет. Рассмотрим простой ил­
люстративный пример сисгэда

« ,
ОС ~  6. Ы С О ^ у  — Ос c & s  - t ,

j  -  е ,?ip  «■> а  if + % с т *
с  непрерывными нечетными 2 ‘М~ -периодическими функциями о(Ctj  , 
£>со* Для этой системы тождества (19) принимают вид

Рх € - й " * . х - е “ ^ ¥ , « ,

Ф 3 ‘- Ч
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Отсюда следует, что гае некоторого множества нулевой меш 
m  -asin -fc  , ^ , N - 2 S i n i
5 j L  -=  £ ______ *  **» <■ 4  a c t )
F*. FC-Цэо ~  4

Из этих соотапгттЯ  следует, что если OS рассматриваемой си с- 
теш  распадается, то

, « р с ± , т р » у - е

Проверка основного тсщдвства для ОФ показывает, что эти функции 
действительно зддавт 09 нажзй системы. Её отображение за  период 
есть тождестве м о е  отображение. Все продолжимте на С_ ЗГ, *ЗГ1 ре­
ме ния этоИ систем ! 23Г  -периодичны.

Замечание . Д в д ви м  (20 ) наверняка в т о л к а е т с я ,  если  

fi< <3*- ~ . Е  'Л  . * * *  ^  =  ИС-6>зслу  }  е с т ь  скалярная функция, диффе­
ренцируемая ф у м ш и ,  жромзводкая хотер сй  ж силу  системы 

f * A { f , y ) ? г д е  А ^ у )  -а е ч е ти ая  по i  функция

Упражнения: I .  а м е л ить^ когда  распадаю тся ОФ следующих с и с -

D  у  =  c c ± ^ + d c t ) y ,

2)d L -=  >| =  <5 а С Ч : , а с , ^ у ;

где РА и -  litnrwMwm второй степени относительно э с ,  у  .

2 . Показать, w o  ( Я  и отображение аа  период системы 

dc1 -  +  °< С 'э ц .з С г П  C 'l+ - « C - t 1 ^ ' i J 

Эса = С -X, ot Сзс, ,3 ^ 1  (Л + ^  t-t,

•* , =  ■ М  t n + v  с * , р о , .

£  =  Г - f t  К * >  * » > ) -  ^  1  о - v

где )  и  нечетные -периоди­
ческие непрерывно дяфференцируемыо скалярные функции; Л  -
непрерывно дифферсвирцуймые функции, совпадают, соответственно с 
ОФ и отображение* м  яериод систем*

ос, ~  От, d j ,  э с * - ю с ,  ;

£  = У - Р  Г*>ЗМ - у, ; & = J3 Ой,* J - У*.
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3 . Показать, что ОФ и отображение за  перс эд система

ОС —

(

О 1 О

am

o i .
t

р О c L C - a m

-  1т| ЫЛ с*, О 1
„ г т  ,

О

2  те о
Ос 1  t  9..

где иэ 2 и) -периодических дважды непрерывно дифференцируемых функ­
ций &  , , yy\ функции at. и -  нечетные, а гп -  четная^сов- 
пвдает с ОФ и отображением за период распадающейся системы

о  ^

4 .  Когда четная замена l j — S С-Ь)эс сводит двумерную систему 
■DC — р CfcO^ к системе с распадающейся ОФ?

5 . Пусть p e t)  -  четкая не обращающаяся в нуль дифференцируемая 
периодическая функция, а

>г ~ 2-Р

р я ~ / а р  -  4  '

Показать, что система двух связанных маятников
О

• У р <

о
г

четной неособой заменой

сводится к системе с  распадающейся ОФ.
6 . Систему дифференциальных уравнений

— ОЛЮСИ( + -6 <1-0  ̂+ Fj

где F  есть некоторая линейная форма переменных ^ „ 
с зависящими от ~t коэффициентами  ̂описывашдую колебания двух 
связных маятников, ввести к системе вида
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— ,эся + m ш  у, + nct)y2> 
dcx =» раьж, + у c-t) crA f ' t  ct) y, t- s c-t) э 

c-t) cc, уа)-хл ■+ y3 э
Йед Sc-tf a* ■+ +

с распадающейся ОФ.
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СПИСОК CCHOHffiX ОБОЗНАЧЕНИЯ 

Д/ -  множество натуральных чисел.

(fl -  множество действительных чисел.

-  арифметическое f l  -мерное пространство.

'  ctx J-эс — 77 -  производная во времени t  . 
d t

t> -  начало доказательства.

*4 -  конец доказательства.

—  -  равно по определению.
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